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Exercice 1. Soit (E, ) un espace mesurable et f: (E,&) — (E, &) une application. Soit
A={Ac&|f (A=A}
1. Montrer que A est une tribu sur E.

2. On note B(R) la tribu des boréliens sur R. Montrer que pour (E,£) = (R,B(R)) et
f(a) =],z €R,
A={AeBR)|A=-A}.

Exercice 2. Soit (E,&, m) un espace mesuré. Soit h : (E,€) — (R4, B(R)) une application
m-~intégrable. Soit y : & — R Iapplication définie par

u(A) = /Eh(a:)]lA(x) dm(z) = /Ahdm, Aefl.

1. Montrer que p est une mesure sur (E, ).

2. Montrer que si f: (E,€) — (R, B(R)) est une fonction étagée, alors /fd;a = / fhdm.
E

3. En déduire que pour toute fonction f positive mesurable, / fdu= / fhdm.
E

Exercice 3.
1. Pour n € N, soit f, : [0,1] — R la fonction définie par

fult) = — V1

1

Déterminer lim fn(t)dt.

n—oo 0
2. Pour n € N*, soit g, : RT™ — R la fonction définie par

gn(t) := cos(nt)e™™, t € [0,4o0.
+oo
Déterminer lim gn(t) dt.

Exercice 4. Soit g :]0, +00[x]0, +00[— R la fonction definie par

_ sin(at)
g(z,t) == m,

x,t €]0,4o0].
+o00o
1. Justifier que pour tout x €]0, +o0], / lg(x,t)]| dt < oo.
+o0 0
On note alors f(z) := / g(x,t)dt, x €]0, +o0.
0
2. Soit € > 0. Justifier proprement l'inégalité suivante : pour tout x > € et tout ¢t > 0,

1
lg(@,t)| < Mo qy(t) + @]1]1,%0[@)-

3. Déduire des questions précédentes la continuité de la fonction f sur |0, +o0[.



