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Exercice 1. Soit (E, E) un espace mesurable et f : (E, E)→ (E, E) une application. Soit

A :=
{
A ∈ E

∣∣ f−1(A) = A
}
.

1. Montrer que A est une tribu sur E.

2. On note B(R) la tribu des boréliens sur R. Montrer que pour (E, E) = (R,B(R)) et
f(x) := |x|, x ∈ R,

A =
{
A ∈ B(R)

∣∣A = −A
}
.

Exercice 2. Soit (E, E ,m) un espace mesuré. Soit h : (E, E) → (R+,B(R)) une application
m-intégrable. Soit µ : E → R l’application définie par

µ(A) :=

∫
E
h(x) l1A(x) dm(x) =

∫
A
h dm, A ∈ E .

1. Montrer que µ est une mesure sur (E, E).

2. Montrer que si f : (E, E)→ (R,B(R)) est une fonction étagée, alors
∫
f dµ =

∫
E
f h dm.

3. En déduire que pour toute fonction f positive mesurable,
∫
f dµ =

∫
E
f h dm.

Exercice 3.

1. Pour n ∈ N, soit fn : [0, 1]→ R la fonction définie par

fn(t) :=

√
n

1 +
√
n t3/2

, t ∈ [0, 1].

Déterminer lim
n→∞

∫ 1

0
fn(t) dt.

2. Pour n ∈ N∗, soit gn : R+ → R la fonction définie par

gn(t) := cos(nt)e−nt, t ∈ [0,+∞[.

Déterminer lim
n→∞

∫ +∞

0
gn(t) dt.

Exercice 4. Soit g :]0,+∞[×]0,+∞[→ R la fonction definie par

g(x, t) :=
sin(xt)

xt(1 + t)
, x, t ∈]0,+∞[.

1. Justifier que pour tout x ∈]0,+∞[,
∫ +∞

0
|g(x, t)| dt <∞.

On note alors f(x) :=
∫ +∞

0
g(x, t) dt, x ∈]0,+∞[.

2. Soit ε > 0. Justifier proprement l’inégalité suivante : pour tout x ≥ ε et tout t > 0,

|g(x, t)| ≤ l1[0,1](t) +
1

εt2
l1]1,+∞[(t).

3. Déduire des questions précédentes la continuité de la fonction f sur ]0,+∞[.


