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Exercice 1. Soit X un ensemble non vide. Soit C la classe de parties de X dénombrables ou
de complémentaires dénombrables. Soit 7 = o({z} : z € X) (T est la tribu engendrée par les
singletons de X).

1. Montrer que C est une tribu.
2. Montrer que 7 = C.

Exercice 2.

nt Foo
1. Soit fi,(t) T net’ t >0, n € N. Montrer que nh_}ngo ; fnt)dt =1
2
2. Soit g, (t) := (1 + cos?(t))", t € [0,27], n € N. Déterminer ILm gn(t) dt.
n—oo 0
1
Exercice 3. Soit f : R — R définie par f(z) := —= pour € R%. On note A la mesure de

Jz

Lebesgue sur R.

1. On munit [2, +oo[ de la mesure de Lebesgue A (restreinte a [2, +00[). Pour quels p € [1, +o0[
at-on f € LP([2,4o00[,\) 7

2. On munit R* de la mesure de m de densité e~ par rapport a A, dm(z) =e™™ ]1[0,+oo[(:c)da:.
Pour quels p € [1,+o00[ a t-on f € LP(]0,+oo[,m) 7

Exercice 4.

+00 | o} N (k+1)m .
t t
1. Montrer que pour tout N € N*, / S|1:| | dt > Z/ M dt.
4 k=1"k

dt = +o0.
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t
En déduire que / ’ST;( )
s

o [sing)
2. Déterminer lim

w2y nog (1— )]

3. Pour u € [0, 1], comparer |log(1l — u)| et u, puis déterminer

_ /" sin?(t)
lim 3
o og (1))

(on ne demande pas de calcul explicite de la limite).

dt.

+oo
Exercice 5. Pour x dans R, on pose F(z) := / et cos(zt)dt.
0
1. Vérifier que F' est bien définie sur R, et que c¢’est une fonction continue.
2. Montrer que F' est dérivable, et donner une expression (intégrale) de F.

1
3. Montrer que pour tout réel z, F'(x) = —§mF (z). En déduire une expression simple de F

(on admettra que f0+°° et dt = g)



