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Premiere partie

Intégration



Chapitre 1

Introduction a ’intégrale de Lebesgue

1.1 Rappel sur ’intégrale de Riemann

Rappel 1.1 (Intégrale de Riemann sur un segment). Soit f une fonction bornée sur [, 8]. Pour une
subdivision 7 = {@ =19 < t; <--- <t, = B} de [a, B], on pose

xe[ti_1,t [ti—1,t]

p p
L(f,7) =Y (ti=ti1)  sup F@. LD =) (ti=fi) _inf f(x).
i=1 i=1

Le pas de la subdivision est |7| = sup; ., ,(#; — #;—1). On dit que f est Riemann-intégrable sur [e, 3]
si, pour toute suite (7,,),>1 de subdivisions telle que |7,,| — 0,ona I, (f, 1) — [-(f,7,) — 0. Dans ce
cas, I, (f, ) et I_(f, 1) convergent vers une mé€me limite, indépendante de la suite de subdivisions.

On la note fff(x) dx.

L’intégrale de Riemann est liée a la notion de longueur. Si A = [a,b] C [a,f], alors 14 est
Riemann-intégrable et ff 1a(x)dx=b—a,ouls(x) =1six € Aetly(x) =0 sinon. En revanche,
si B = Qn [0, 1], alors, pour toute subdivision 7 de [0, 1], on a I.(15,7) = 1l et I_(1g,7) = 0,
car tout intervalle non trivial contient a la fois des rationnels et des irrationnels. Ainsi 15 n’est pas
Riemann-intégrable sur [0, 1]. Dans la théorie de Lebesgue, 15 sera intégrable et son intégrale sera
A(B) = 0, ou A désigne la longueur de Lebesgue : I’ensemble B est une réunion dénombrable de
singletons, et chaque singleton aura une longueur nulle.

Pour étendre la notion d’intégrale, on procédera en quatre temps : définir une classe A de parties
auxquelles on peut attribuer une longueur u(A); définir les propriétés que doit vérifier u; poser
/ 14 du = u(A); puis étendre I’intégrale aux fonctions générales par approximation.

1.2 Limites de I’intégrale de Riemann

L’intégrale de Riemann présente deux limitations importantes. D’abord, une fonction Riemann-
intégrable sur un segment est nécessairement bornée. Ensuite, la classe des fonctions Riemann-intégrables
n’est pas stable par convergence simple. Elle n’est pas non plus stable par composition en toute généralité :
si f et g sont Riemann-intégrables, g o f ne I’est pas forcément, sauf hypothéses supplémentaires, par
exemple si g est continue.

1.3 Idée de I’intégrale de Lebesgue

Pour intégrer une fonction positive f, I’approche de Riemann découpe I’axe des abscisses et
approxime 1’aire sous le graphe par des rectangles verticaux. L'idée de Lebesgue est de raisonner plut6t
par niveaux de valeurs : on découpe 1’axe des ordonnées en petits intervalles. Si (B )y est une partition



de I'image de f et si cx € By, on approche f par la fonction simple s = 3 cx1¢-1(p, ), ce qui conduit

a I’approximation
[ran=Y eon(r@).
k

La difficulté nouvelle est donc de donner un sens 2 la taille des ensembles de la forme f~!(By). Méme
lorsque By est un intervalle de valeurs, sa préimage n’est pas forcément un intervalle de I’axe des
abscisses. Dans la figure ci-dessous, par exemple, 1’intervalle de valeurs est [y, y2], mais sa préimage
est 'union de plusieurs intervalles disjoints : f_l([yl, yv2]) =L UL UI3UIL.

RV S aEEEER O S e
Y /? 1 1 ?V? 1 1
1 : : L} L} : : X
I 1g) I3 14
L D G D X

FiGURE 1.1 — Préimage d’un intervalle de valeurs : ’ensemble f~!([yy, y2]) est représenté en vert sur
I’axe inférieur et vaut ici I; U I, U I3 U I4; il n’est donc pas forcément un intervalle.

Cette figure reste trés simple. En réalité, les ensembles de la forme f~!'(By) ne sont en général pas
des intervalles, ni méme nécessairement des unions finies d’intervalles. Leur associer une longueur, ou
plus généralement une mesure, est alors tres délicat, et parfois impossible sans imposer une structure
adaptée aux parties que I’on veut mesurer. C’est précisément ce qui conduit a introduire les tribus et les
mesures.

1.4 Un rappel de cardinalité

Exemple 1.2. Les ensembles P (E) et {0, 1}¥ sont équipotents : I’application A — 14 est une bijection
de P(E) sur I’ensemble des applications de E dans {0, 1}.

Exemple 1.3. Les ensembles N et 2N sont équipotents, via n — 2n. Les ensembles N et N X N e sont
également : on peut énumérer les couples d’entiers en parcourant les diagonales m + n = ¢, c € N.

Proposition 1.4 (Théoréeme de Cantor). Pour tout ensemble E, on a Card(E) < Card(P(E)).

Démonstration. Soit f: E — P(E). Montrons que f n’est jamais surjective. Posons Dy = {x €
E:x ¢ f(x)}. Si Dy avait un antécédent par f, il existerait xo € E tel que f(xg) = Dy. Alorsxg € D
équivaudrait a xo ¢ f(xo) = D s, contradiction. O

Exemple 1.5. Les ensembles Z et N sont équipotents. Par exemple, I’application f: Z — N définie par
f(n) =-2nsin<0,et f(n) =2n—1sin >0, est une bijection.

Proposition 1.6. Tout produit cartésien infini dénombrable d’ensembles non vides dont aucun n’est
réduit a un singleton est non dénombrable.



Démonstration. Soit (E;);>o une suite d’ensembles contenant chacun au moins deux éléments. Pour
tout 7, il existe une injection i; : {0, 1} — E;. L’application

e 0, > [ | B e(()iz0) = Wi (x))izo,

i>0

est injective. Ainsi Card([];s¢ E;) > Card({0, 1}Y) = Card(P(N)) > Card(N), d’apres le théoréme
de Cantor. |

Théoreme 1.7. Les ensembles R et P (N) sont équipotents.



Chapitre 2

Espaces mesurés

2.1 Espaces mesurables et tribus

2.1.1 Tribus

Dans toute cette section, Q désigne un ensemble quelconque et £ (L) I’ensemble de ses parties. Si
Q est fini de cardinal n, alors P (Q) est de cardinal 2". Par exemple, pour Q = {a, b, c}, on a

P(Q) = {0, {a}, {b}. {c}. {a,b}.{a,c}.{b,c},Q}.
On dit que Q est dénombrable s’il est en bijection avec N ; dans ce cas, on peut numéroter ses éléments.

Exemple 2.1. Les ensembles N, Z et Q sont dénombrables, tandis que R et [0, 1] ne le sont pas. En
particulier, () est en bijection avec {0, 1}' et n’est pas dénombrable.

On commence par préciser la classe de parties sur laquelle une mesure sera définie.

Définition 2.2. Une classe A c P () est appelée tribu, ou o-algébre, si elle vérifie les trois propriétés
suivantes :

(i) Qe A,;

(i) si A € A, alors A€ € A;
(iii) si (A,)ner est une famille dénombrable d’éléments de A, alors | J,,c; Ay € A.
On dit alors que (Q, A) est un espace mesurable. Si A € A, on dit que A est A-mesurable.
Remarque 2.3. Une classe C de parties de €2 est une algebre, ou algebre de Boole, si elle contient €2, est

stable par passage au complémentaire et par réunion finie. Une tribu est donc une algebre stable par
réunion dénombrable, d’ol le nom de o-algebre.

Proposition 2.4. Si A est une tribu sur Q, alors O € A, A est stable par intersection dénombrable, par
différence, par différence symétrique, ainsi que par limites supérieure et inférieure de suites d’ensembles.

Démonstration. Ona 0 = Q° € A.Si(Ap)p>1 C A, alors (51 Ap = (U1 A5 € A.SiA, B e A,
alors A\B=ANB € Aet AAB=(ANB°) U (BN A°) € A. Enfin,

limsup A, = (] ) A, lim inf A, = () A

n—eo n>1k>n n>lk>n

qui appartiennent a A. |

Rappel 2.5. Pour une suite (A,),>1 de parties de Q, I’ensemble lim sup A,, est I’ensemble des w € Q
qui appartiennent a une infinité€ de A, ; ’ensemble lim inf A,, est ’ensemble des w qui appartiennent a
tous les A, sauf peut-€tre un nombre fini. De fagon équivalente,

limsup A, = {(u: Z 14, (w) = +c>o} , liminf A, = {a): Z 14c(w) < +oo}.

n>1 n>1

7



Exemple 2.6. Si A, = [(-1)",3 + 1/n], alors limsup A,, = [—1, 3] et liminf A,, = [1, 3].
Exemple 2.7 (Exemples de tribus).
(i) La tribu triviale est {0, Q}.

(ii) La tribu discrete est P(Q). Si Q est dénombrable, on considére souvent £ (Q) comme la tribu
naturelle sur Q.

(iii) Si (A,)new est une partition finie ou dénombrable de Q, alors A = {|J;c; A;: I € N} est une tribu.

@iv) Si A c Q, alors {0,Q, A, A°} est la plus petite tribu contenant A.
Proposition 2.8. La classe A = {A € Q: A ou A€ est dénombrable} est une tribu sur Q.

Démonstration. On a Q € A car Q° = ( est dénombrable, et la stabilité par complémentaire est
immédiate. Soit maintenant (A;),>; C A. Si tous les A, sont dénombrables, alors | J, A, est
dénombrable. Sinon, il existe ng tel que A, ne soit pas dénombrable ; puisque A,, € A, I’ensemble
A}, est dénombrable. Or (U, An)¢ C Ay, donc (UJ, A,)¢ est dénombrable. Dans les deux cas,

ny’

U, An € A. O

Remarque 2.9. La tribu code 1’information disponible sur une expérience. Si Q = {a, b, c}, on peut par
exemple prendre A = {Q, 0, {a}, {b,c}} = c({a}) ou A = {Q,0,{c}, {a, b}}. Le choix de la tribu
dépend des événements que I’on souhaite distinguer.

Proposition 2.10 (Tribu engendrée).

(a) L’intersection d’une collection non vide quelconque de tribus sur € est une tribu.

(b) Si G c P(Q), il existe une plus petite tribu contenant G. On la note o (G) et on l’appelle la tribu
engendrée par G. Plus précisément,

o (G) = ﬂ A.

A tribu: GCA

Démonstration. Une intersection non vide de tribus contient €2, est stable par complémentaire et par
réunion dénombrable ; c’est donc une tribu. Pour le second point, I’intersection ci-dessus est prise sur
une famille non vide, car (L) est une tribu contenant G. Elle contient G et est incluse dans toute tribu
contenant G, ce qui prouve la minimalité. m|

Remarque 2.11. On peut avoir G # G’ mais o (G) = 0(G’), par exemple pour G = {A} et G' = {A°}.
On a toujours G C o (G); si A est une tribu, alors A = o(A);etsi G C C, alors o (G) C o(C).
Enfin, si A et B sont deux tribus, on note souvent AV B = o (A U B).

Attention, ’'union de deux tribus n’est pas forcément une tribu. Par exemple, si Q = {1,2, 3,4},
A ={0,{1,2},{3,4},Q}, B =1{0,{1,3},{2,4},Q},

alors A U B n’est pas stable par réunion puisque {1,2} U {1,3} = {1,2,3} ¢ AU B.

2.1.2 Tribu borélienne sur R

Dans cette section, = R. Il existe plusieurs définitions équivalentes de la tribu borélienne.

Définition 2.12. La tribu borélienne sur R, notée B(R), est la tribu engendrée par les intervalles ouverts
deR:B(R)=0({]a,b[: a,b € R}).

Proposition 2.13. Tout intervalle ouvert, fermé ou semi-ouvert de R appartient a B(R).



Démonstration. Les intervalles ouverts appartiennent a8 8(R) par définition. De plus, [a, b[= (,>1]a—
1/n,b[ et [a,b] = (,»1]a — 1/n,b + 1/n[. Ces ensembles sont donc boréliens. Les autres types
d’intervalles se traitent de méme ou par passage au complémentaire. O

Proposition2.14. Ona B(R) = 0 (G) =0 (G'), 001 G = {]—o0,x]: x e R} et G’ = {]—00,x]: x € Q}.

Démonstration. Comme G’ € GetG C B(R),ona o (G’') C o(G) € B(R). Montrons 1’inclusion
réciproque. Soit ]a, b[ un intervalle ouvert. On choisit des suites rationnelles (a,) et (b,) telles
que a < a, < b, < b pour tout n, avec a, | a et b, T b. Alors la,b[= U,s1]an,bn]. Or
lan, by] =] —00,by] N (] — 0, a,])¢ € 0(G’). Ainsi tous les intervalles ouverts appartiennent 2 o (G’),
donc B(R) c o (G"). O

Remarque 2.15. On définit souvent la tribu borélienne a partir des ouverts. Une partie A C R est ouverte
si, pour tout x € A, il existe € > 0 tel que |x — &, x + €[C A. Cette notion s’étend naturellement aux
espaces métriques (E, d).

Proposition 2.16. Tout ouvert non vide de R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts.
Démonstration. Cette propriété est admise ici. Elle repose sur la densité de Q dans R : on peut écrire
un ouvert comme réunion d’intervalles a extrémités rationnelles contenus dans cet ouvert. |

Proposition 2.17. La tribu borélienne sur R est la tribu engendrée par les ouverts de R.

Démonstration. Notons O 1’ensemble des ouverts de R. Puisque tout intervalle ouvert est un ouvert,
B(R) c 0(0). Réciproquement, tout ouvert O de R est, d’apres la proposition précédente, réunion
dénombrable d’intervalles ouverts ; ces intervalles sont boréliens, donc O € B(R). Ainsi O C B(R) et,
comme B(R) est une tribu, o-(O) c B(R). Les deux inclusions donnent le résultat. O

2.1.3 Tribu borélienne sur un espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique. La notion d’ouvert définie sur R se formule de la méme maniére :
une partie O C E est ouverte si, pour tout x € O, il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(x, r) soit
incluse dans O.

Définition 2.18. La tribu borélienne sur E, notée B(E), est la tribu engendrée par les ouverts de E. De
fagon équivalente, c’est aussi la tribu engendrée par les fermés de E.

Dans le cas de R, muni de sa topologie usuelle, la tribu borélienne B(R?) est engendrée par les

pavés ouverts
d

l_[]aiebi[’ a; < b;,
i=1

ou méme par les pavés a extrémités rationnelles. On a par ailleurs
BRY) = B(R)®4.
Pour préciser cette notation, rappelons la définition de la tribu produit.

Définition 2.19. Soient (Q1, A;) et (;, Ay) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit sur
Qp X Qp, et I’on note A ® Ay, la tribu

AL ® Ay = 0(A X Ay),

A X Ay = {Al XAy: A € A, Ay € ﬂz}.
Autrement dit, A; ® A, est la plus petite tribu contenant tous les pavés mesurables.

Par définition, on a toujours B(E) ® B(E,) C B(E| X E»), lorsque E| X E, est muni de la distance
produit. Pour des espaces métriques séparables, 1’égalité est vraie :

B(E)) ® B(Er) = B(E| X E3).



2.1.4 Autres exemples de tribus

Proposition 2.20 (Tribu image réciproque). Soit f: X — (Y, B) une application a valeurs dans un
espace mesurable. Alors

'8 ={f"(B): Be B}

est une tribu sur X.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules de transport par image réciproque :
I = X, (f71(B)C = f1(B°) et, pour toute suite (By)nx1,

@y = ¢! (U B,|.
n>1 n>1

O

Définition 2.21. La tribu f~'(8B) est appelée tribu image réciproque de B par f. On la note aussi
parfois o (f) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la tribu de I’espace d’arrivée.

Exemple 2.22 (Tribu trace et tribu bande). Soit (X, A) un espace mesurable et soit Y ¢ X. En
appliquant la construction précédente a 1’injection canonique i: ¥ — X, on obtient la tribu trace de A
surY :

iTNA) ={ANY: A e A}

SiY € A, alors cette tribu est incluse dans ‘A.
Soit maintenant 7: X x ¥ — X la projection canonique. La tribu image réciproque 7~ (A) est la
tribu bande :
N (A) ={AxY: Aec A}

L’image directe d’une tribu n’est en général pas une tribu. Si f: (X, A) — Y, laclasse {f(A): A €
A} n’est donc pas, en général, une bonne facon de transporter la structure mesurable sur Y.

Définition 2.23 (Tribu image). Soit f: (X, A) — Y une application. On appelle tribu image de A par
f la tribu sur Y définie par
B={BcY: f(B) e A}

Cette classe est bien une tribu, encore une fois grace aux formules de transport par image réciproque.

Lemme 2.24 (Lemme de transport). Soit f: X — Y et soit C C P(Y). Alors les deux tribus sur X
suivantes coincident :

a(f 1) = o).

Démonstration. Comme C C o-(C),ona f~1(C) ¢ f~'(o(C)). Or f~'(c(C)) est une tribu sur X,
donc

o) c 1 (o(0).

Pour I’inclusion réciproque, considérons la tribu image de o-(f~'(C)) par f, c’est-a-dire
B={BcY: f'(B)ea(f ()}

Alors B est une tribu sur ¥ contenant C. Ainsi o(C) ¢ 8, ce qui donne f~! (o (C)) c o(f~'(C)). O

10



2.2 Fonctions mesurables

2.2.1 Définition et exemples

Définition 2.25. Soient (E, &) et (F, F) deux espaces mesurables. Une application f: E — F est dite
&E-F mesurable, ou simplement mesurable lorsque les tribus sont sous-entendues, si

fF ce.
La tribu o (f) = f~!1(F) est donc la plus petite tribu sur E rendant f mesurable.

Exemple 2.26 (Indicatrices). Soit A C E. La fonction 14 est mesurable de (E, &) dans (R, B(R)) si et
seulement si A € &. En effet, pour tout borélien B C R,

A, 1eBet0¢B,
A¢, OeBetl ¢B,
0, O¢Betl ¢ B,
E, 0OeBetleB.

1,'(B) =

Ainsi (1) = {0, E, A, A°}.

Remarque 2.27. Lorsque E et F sont des espaces métriques munis de leurs tribus boréliennes, on parle
simplement de fonction borélienne.

Exemple 2.28 (Exemples élémentaires). Si & = P (E), toute application de E dans (F, ) est mesurable.
Si & = {0, E} et si les singletons de F' sont mesurables, alors les seules applications mesurables de E
dans F sont les applications constantes.

Quelques propriétés.

Proposition 2.29. Soit f: (E,&) — (F,F). Si ¥ = 0(C), ou C C P(F), alors f est mesurable si et
seulement si
ficyes pour tout C € C.

Autrement dit, il suffit de tester la mesurabilité sur une classe engendrant la tribu d’arrivée.

Démonstration. On a f mesurable si et seulement si f~'(07(C)) c &. D’apres le lemme de transport,
cela équivaut 2 o (f~'(C)) c &, donc, puisque & est une tribu, & f~1(C) c &. O

Exemple 2.30 (Applications). Soit f: (X, A) — (R, B(R)). Alors f est mesurable si et seulement si,
pour tout @ € R, ’ensemble

{fza}={xeX: f(x) 2a}

appartient a A. On peut remplacer {f > a} par {f > a}, {f <a}ou{f <a}.

Plus généralement, si f: (X, A) — (E, B(E)), ou E est un espace métrique, alors f est mesurable
si et seulement si f~!(0) € A pour tout ouvert O de E. En particulier, toute application continue entre
espaces métriques est borélienne.

Proposition 2.31 (Stabilité par composition). Soient f: (E,&) — (F,F)etg: (F,¥) — (G,G)
deux applications mesurables. Alors g o f est mesurable de (E, E) dans (G, G).

Démonstration. Pour tout C € G,

(go ) C) =g '(0).

Comme g est mesurable, g~'(C) € F; comme f est mesurable, f~!(g~!(C)) € &. |
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Exemple 2.32 (Applications). Si f: (X, A) — (R, B(R)) est mesurable, alors, pour tout a € R, les
fonctions max(f, a), min(f,a), | f|, f* = max(f,0) et f~ = —min(f, 0) sont mesurables. De plus, si
f ne s’annule pas, alors 1/ f est mesurable, car x +— 1/x est continue sur R*.

Proposition 2.33 (Fonctions vectorielles). Soit f = (fi,..., f4): (X, A) — (RY, B(R?)). Alors f
est mesurable si et seulement si chaque coordonnée f;: (X, A) — (R, B(R)) est mesurable.

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas d = 2, le cas général étant identique. Si f est mesurable, alors
fi = mi o f, ot m; est la projection canonique de R? sur sa i-éme coordonnée ; comme 7; est continue,
elle est borélienne, et donc f; est mesurable.

Réciproquement, la tribu B(R?) est engendrée par les rectangles ouverts U x V, avec U, V ouverts
de R. Si fj et f, sont mesurables, alors

vy =ionf(v)ea.
Le critere de mesurabilité par classe génératrice donne la mesurabilité de f. m|

Exemple 2.34. En identifiant C et R?, une fonction f: (X, A) — (C,B(C)) est mesurable si et
seulement si Re f et Im f le sont.

2.2.2 Propriétés de stabilité de I’ensemble des fonctions mesurables

Proposition 2.35. Soient f et g deux fonctions mesurables de (E, E) dans (R, B(R)). Alors :
(i) pour tout A € R, la fonction Af est mesurable ;

(ii) f + g est mesurable;
(iii) fg est mesurable;

(iv) max(f,g) et min(f, g) sont mesurables.

Démonstration. L application ¢: E — R%, x — (f(x),g(x)), est mesurable par la proposition
précédente. Les applications continues de R? dans R données par (u,v) — u + v, (u,v) — uv,
(u,v) — max(u,v) et (u,v) — min(u, v) sont boréliennes. Le résultat suit par composition. Le premier
point se déduit du second en prenant g = A constant. |

Passage a la limite.

Proposition 2.36. Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesurables de (E, E) dans (R, B(R)). Alors :
(1) sup,, fn et inf, f, sont mesurables ;

(ii) limsup,, f, et liminf, f, sont mesurables;

(iii) [’ensemble des points x € E ou la suite ( f,(x))n>1 converge est mesurable ;

@iv) si f,, converge simplement vers f, alors f est mesurable.
Démonstration. Pour tout a € R,
{Supfn Sa} =(ifusa)ee. {inff,, <a} = Jth<ares.
n n>1 " n>1

Cela prouve (i). Le point (ii) suit de (i) et des formules

lim sup f,, = inf sup f, liminf f,, = sup inf f.
n—oo n

i
n—co nzlg>p nx>1k=
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Pour (iii), notons A I’ensemble des x € E tels que (f,(x)),>1 converge. Comme R est complet, la
convergence équivaut au critere de Cauchy. En prenant des & rationnels positifs, on obtient

A=) U () HxeE: @) - faw)] s e}

£€Qi N>21n>N p>1

Chaque ensemble qui apparait a droite est mesurable, donc A € &. Enfin, si f, — f simplement, alors
limsup,, f;, = liminf, f,, = f, et (iv) découle de (ii). ]

Exemple 2.37. Si f: R — R est dérivable, alors sa dérivée est borélienne. En effet,
’ . 1
f'(x) = lim n(f(x+ —) —f(x)),
n—oo n

limite simple de fonctions boréliennes.

2.3 Mesures positives

Dans tout ce cours, les mesures seront positives ; on omettra donc souvent cet adjectif dans la suite.

Définition 2.38. Soit (€2, A) un espace mesurable. Une mesure positive sur (€2, A) est une application
u: A — Ry = [0, +oo] vérifiant :

(i) u(0) =0;

(ii) pour toute suite (A,),>1 d’éléments de A deux a deux disjoints,

L An) = D 1A,

n>1 n>1

u

Le triplet (Q, A, 1) est appelé espace mesuré. On dit aussi que p est une fonctionnelle d’ensemble
o-additive.

Définition 2.39. Une mesure u sur (Q, A) est dite finie si u(A) < +oco pour tout A € A. Elle est dite
o -finie §’il existe une suite croissante (A, ), >; d’ensembles mesurables telle que

U A, =Q et U(Ay,) < +co  pour tout n.

n>1
Exemple 2.40.
(1) La mesure de Dirac au point a € Q, notée §,, est définie par 6,(A) = 1sia € Aetd,(A) =0
sinon.

(2) Sur {0, 1}, la mesure (1 — p)dg + pd; est la mesure de Bernoulli de parametre p € [0, 1].

(3) La mesure de comptage sur P (€2) est définie par

Card(A), A est fini,
u(A) = .
400, sinon.

Proposition 2.41 (Premiéres propriétés d’une mesure). Soit u une mesure sur un espace mesurable
(Q, A). Alors :

(1) siAg,...,A, € A sont deux a deux disjoints, alors
n n
H (|_| Af) = > u(A;
i=0 i=0
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(ii) si A,Be€ Aer A C B, alors u(A) < u(B);
(iii) pour tous A, B € A,
H(AUB) + pu(ANB) = u(A) + u(B);

(iv) pour toute famille dénombrable (A;);c; d’éléments de A,

2 (U Ai) < Z u(Ap);

iel iel

(v) si (Ay)n>1 est croissante, c’est-a-dire A, C A,+1, alors

H (U An) = lim u(Ay);

n>1

(vi) si (Ap)ns1 est décroissante, c’est-a-dire A1 C Ap, et s'il existe ng tel que u(Ay,) < +0o, alors

H (m An) = IEH H(Ay).

n>1

Démonstration. Le point (i) découle de la o-additivité en complétant la famille finie par des ensembles
vides. Le point (ii) vient de I’écriture disjointe B = A LI (B \ A).

Pour (iii), on décompose AU B = (A\ B) U (A N B) U (B\ A), puis on compare avec les
décompositions disjointes de A et de B. Pour (iv), on pose, apres avoir numéroté la famille, B} = A
et B, = Ay \ Ug<, Ak pour n > 2. Les B, sont disjoints, | J,, B, = U, A, et B, C A,, ce qui donne
I’inégalité.

Pour (v),onpose By = AjetB, = A, \A,_ipourn > 2. Alors A, = | I}_; BretU, A, = [ x> Bk,
d’ou le résultat. Enfin, pour (vi), quitte a remplacer la suite par (A,+n,)n>0, On suppose ((A) < +oo.
Les ensembles B, = A; \ A, sont croissants et | J,, B, = A1 \ (,, An. Par (v),

N

n>1

(AL —p =nli_r>rgo(u(A]) - u(An)),

ce qui donne 1’égalité annoncée. |

Remarque 2.42. 1”hypothése de finitude dans la continuité a droite est indispensable. Pour la mesure de
comptage sur (N, P (N)), les ensembles A; = {k € N: k > i} forment une suite décroissante telle que
M; Ai = 0, mais u(A;) = +oo pour tout .

2.4 Construction de mesures et unicité

La construction d’une mesure suit souvent le schéma suivant : on commence par prescrire la mesure
sur une famille concréte d’ensembles, par exemple les intervalles de R ou les pavés de R?, puis on
cherche a prolonger cette fonction d’ensemble a la tribu engendrée. Le théoréeme de prolongement qui
répond a cette question est un résultat profond, que nous n’énongons pas ici. En revanche, nous allons
établir des critéres d’unicité : si deux mesures coincident sur une classe d’ensembles suffisamment
grande, alors elles coincident sur toute la tribu engendrée.

Définition 2.43. Une classe A de parties d’un ensemble E est appelée un A-systéme si :
1) 0eA;
(i) siA,Be AetA C B,alors B\ A€A;
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(iii) si (A,)n>1 est une suite croissante d’éléments de A, alors | J,,»; A, € A.

Remarque 2.44. Toute tribu est un A-systeéme. De plus, Iintersection d’une collection non vide de
A-systémes est encore un A-systeme.

Proposition 2.45. Soit C une famille de parties de E.
(a) Il existe un plus petit A-systéme contenant C, noté 1(C).

(b) Si E € A et si A est un A-systéeme stable par intersections finies, alors A\ est une tribu.

Démonstration. Pour (a), on prend I’intersection de tous les A-systémes contenant C. Cette intersection
est non vide, car P (E) est un A-systéme qui contient C.

Pour (b), comme E € A, la stabilité par différence donne la stabilité par complémentaire. Il reste a
montrer la stabilité par réunion dénombrable. Pour une suite (A;),> d’éléments de A, on écrit

=Y

n>1 n>1 \k=1

Les réunions finies appartiennent 2 A car AU B = (A€ N B€)€ et A est stable par complémentaire et par
intersections finies. La suite des réunions finies est croissante, donc la réunion dénombrable appartient
aA. O

Théoréme 2.46 (Théoréme de la classe monotone). Soit C une famille de parties de E, stable par
intersections finies et contenant E ; une telle famille est appelée un m-systeme. Alors

AC) = (C).
En particulier, le plus petit A-systéme contenant un w-systéme est une tribu.

Démonstration. Toute tribu est un A-systeéme, donc A1(C) C o (C). Pour obtenir I’inclusion réciproque,
il suffit de montrer que A(C) est stable par intersections finies.
Posons
A ={Ae€AC): ANC € A(C) pour tout C € C}.

Comme C est stable par intersections finies, on a C C Aj. Les propriétés de A-systetme montrent
que A est un A-systeme; ainsi A(C) C Aj. On en déduit que, pour tout A € A(C) et tout C € C,
ANC e A0).

Posons maintenant

A, ={A € A(C): AN B € A(C) pour tout B € 1(C)}.

Ce que I’on vient de montrer donne C C Ajy. De nouveau, A, est un A-systeme, donc 1(C) C Aj. Cela
signifie que A(C) est stable par intersections finies. Par la proposition précédente, A(C) est une tribu, et
donc o (C) c A(C). O

Corollaire 2.47 (Unicité pour des mesures finies). Soient u et v deux mesures finies sur un espace
mesurable (Q, A). On suppose qu’elles coincident sur un n-systéme C C A tel que o(C) = A. Alors
U et v coincident sur A.

Démonstration. Posons
A={A e A: u(A) =v(A)}.

On vérifie que A est un A-systeme. En effet, € A. Si A, B € Aet A C B, alors, puisque les mesures
sont finies,

p(B\A) = u(B) —u(A) = v(B) —v(A) =v(B\ A).
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Enfin, si (A,) est une suite croissante d’éléments de A, la continuité a gauche donne

ﬂ(LnjAn

Ainsi A est un A-systeme contenant C. Par le théoréme de la classe monotone, A = 0 (C) = A(C) C
A. O

= lim u(Ay) = limv(A,) = v (U A,,) .

Corollaire 2.48 (Unicité pour des mesures o-finies). Soient u et v deux mesures o-finies sur
(Q, A). On suppose qu’il existe une suite croissante (E,),>1 d’éléments de A telle que | J,, E,, = Q,
u(E,) = v(E,) < +oo pour tout n, et que u et v coincident sur un n-systéme C qui engendre A et
contient chaque E,,. Alors u et v coincident sur A.

Démonstration. Pour chaque n, on applique le corollaire précédent aux mesures traces
Hn(A) = (AN Ey), vn(A) =v(ANEy,), AeA.

Ces mesures sont finies, grace a I’hypothese u(E,) = v(E,) < +co. Elles coincident sur C : si C € C,
alors C N E,, € C, car C est stable par intersections finies et contient E,,, et donc

Un(C) = u(CNE,) =v(CNE,) =vny(C).

Comme o (C) = A, on obtient u,, = v,, sur A.
Soit maintenant A € A. La suite (A N E,),>1 est croissante et | J,(A N E,) = A. Par continuité a
gauche,
p(A) = lim u(ANE,) = lim v(ANEy) = v(A).

Ainsi u et v coincident sur A. |

2.4.1 Applications

Proposition 2.49 (Unicité de la mesure de Lebesgue). Supposons qu’il existe deux mesures u et v sur
B(RY) telles que, pour tout pavé ouvert

d
R= 1—[ Iy, I =lag, bi|,
k=1

avec ay, by € R, on ait

d
u(R) = v(R) = | [(bx - an),
k=1

avec la convention usuelle 0 - +c0 = 0. Alors u = v sur B(R4). Cette propriété assure 'unicité de la
mesure de Lebesgue sur R4 : son existence est admise ici.

Démonstration. On traite le cas d = 1, le cas général étant identique en remplacant les intervalles par
des pavés. Posons
C={la,b[:a,beR, a<b}.

La classe C est stable par intersections finies et engendre B(R). De plus, R = {J,,»1] — n,n[, avec
] —n,n[€ C, et les deux mesures donnent la méme valeur finie a chacun de ces intervalles. Le corollaire
d’unicité pour les mesures o-finies s’applique donc, et u = v sur B(R). |
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Remarque 2.50. La mesure de Lebesgue A vérifie 1({a}) = 0 pour tout a € R. En effet,

{a} = (Yla=1/n,a+1/n]

n>1

et la continuité a droite donne
A({a}) = lim A(Ja = 1/n,a + 1/n]) = 0.
n—oo

Remarque 2.51 (Invariance par translation). La mesure de Lebesgue est invariante par translation. En
effet, si x € R et si I'on pose iy (A) = (A — x) pour A € B(R?), alors u, est encore une mesure sur
B(RY) et elle prend la méme valeur que A sur les pavés ouverts. Par unicité, u, = A.

2.5 Mesure image

Pour clore ce chapitre sur les espaces mesurés, nous introduisons la notion de mesure image. C’est
I’une des notions les plus utiles en probabilités : la loi d’une variable aléatoire est exactement une
mesure image.

Proposition 2.52 (Définition de la mesure image). Soient (E, &, i) un espace mesuré, (S, S) un espace
mesurable et f: E — S une application mesurable. On définit, pour A € S,

pr(A) = p (f‘l(A)) :
Alors uy est une mesure sur (S,S). On I’'appelle la mesure image de u par f; on la note aussi f.pu.

Démonstration. On a uz(0) = u(f~1(0)) = u(0) = 0. Si (A,),s1 est une suite d’éléments deux a
deux disjoints de S, alors les ensembles f~'(A,,) sont deux 2 deux disjoints et

f_l u An) = u f_l(An)-
n>1 nx1
La o-additivité de u donne donc
Hf |_| An) = Zﬂf(An)-
n>1 nx1
Ainsi u ¢ est bien une mesure. O

Exemple 2.53 (Loi d’une variable aléatoire). Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace
probabilisé (Q, ¥, P), ¢’est-a-dire une application mesurable de (Q, ) dans (R, 8(R)). La loi de X,
notée Py, est la mesure image de P par X : pour tout borélien B € B(R),

Py(B) =P(X € B) =P (X—‘ (B)) .
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Chapitre 3

Intégrale par rapport a une mesure

Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Nous allons définir ’intégrale d’une fonction f par rapport a la
mesure y pour une classe aussi large que possible de fonctions. On veut en particulier que

/ 1adu = u(A), A€ A,
X

et que I’application f +— fx f du soit linéaire lorsque cela a un sens.

Le principe de construction est le suivant. On définit d’abord I’intégrale pour les combinaisons
linéaires finies de fonctions indicatrices, c’est-a-dire pour les fonctions étagées. On en déduit ensuite
I’intégrale des fonctions mesurables positives par passage a la limite croissante. Enfin, pour une fonction
mesurable de signe quelconque, on écrit f = f* — f~, ot f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0).

3.1 Fonctions étagées

Définition 3.1. Soit K = R ou C. Une fonction f: (X, A) — (K, B(K)) est dite étagée si elle est
mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Dans ce cas, il existe une partition finie mesurable
(Aj)ier de X et des scalaires (a;);cs de K tels que

f = Za’ilAi.
iel

Si les a; sont deux a deux distincts, cette décomposition est unique : on a alors A; = {f = @;}. De
maniere canonique, on peut donc écrire

f= 2, alya
aef(X)

Les fonctions étagées jouent, dans I’intégration de Lebesgue, le role des fonctions en escaliers dans
Iintégration de Riemann.

Exemple 3.2. Si A € A, alors 14 est une fonction étagée, car 14 = 1-14 +0 - 14¢.

Proposition 3.3. L’ensemble des fonctions étagées de (X, A) dans K, noté Ex (X, A), est une K-
algebre. Autrement dit, il est stable par combinaisons linéaires et par produit. Lorsque K = R, il est
aussi stable par maximum et minimum finis.

Démonstration. La fonction nulle est €tag€e. Soient f = X, @ila, et g = Xy Bjlp;, ou (A;)ier et
(Bj)jes sont deux partitions finies mesurables de X. Alors (A; N B;), Jj)elxJ €St encore une partition
finie mesurable de X, et

Af +g = Z(/lai +B)1a;nB;,  fg= ZaiﬂlemBj-
i,j

i,j
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Lorsque K = R, on a de méme

max(f,g) = Y max(ai, f)lans,  min(f,g) =y min(ar, )1a,ns;.
i,j i,j

O

Lemme 3.4 (Lemme fondamental d’approximation). Soit f: (X, A) — (R,B(R)) une fonction
mesurable. Alors il existe une suite (f,,),>1 de fonctions étagées qui converge simplement vers f. De
plus :

(i) si f =0, on peut choisir f,, > 0 et f,, < fus1 pour tout n;

(i1) si f est bornée, on peut choisir une suite qui converge uniformément vers f.

Démonstration. Supposons d’abord f > 0. Pourn > 1 et 0 < k < n2", posons

k k+1
En’k={xeX:2—n§f(x)< T }, Eno={xeX: f(x) >n}.
Ces ensembles sont mesurables, et 1’on définit

n2"-1

)= 5ol () + il ()
k=0

La fonction f;, est étagée, positive, et f,, < f. Le raffinement des intervalles dyadiques montre que
Jn < fue1- Si f(x) = +o0, alors fy,(x) = n pour tout n assez grand, donc f;,(x) — +o0. Si f(x) < +00,
alors, pour n assez grand, f(x) < n et

0< f(x) = falx) <277,

donc f,,(x) — f(x).

Si f est positive et bornée, I’inégalité précédente est uniforme pour n assez grand, d’otut la convergence
uniforme. Enfin, pour une fonction réelle de signe quelconque, on écrit f = f* — f~ et ’on applique ce
qui précede a f* et f~. Dans le cas borné, les deux approximations peuvent étre choisies uniformes. Le
cas complexe se traite en approchant séparément les parties réelle et imaginaire. O

Définition 3.5. On note &, (A) I’ensemble des fonctions étagées positives de (X, A) dans (R, B(R)).
Si f € &:(A), on appelle intégrale de f relativement a u la quantité

pu(f)= | fdu= au({f =a}),
avec la convention 0 - (+o0) = 0.

Remarque 3.6. On note aussi cette intégrale sous les formes fX f(x)du(x) ou fX f(x) u(dx). Si
f = Dicraila,, ou (A;);cs est une partition finie mesurable de X et @; > 0, alors

/fd,u = Zai/l(Ai)-
X i€l
Ainsi la définition ne dépend pas de la représentation choisie.

Proposition 3.7 (Premiéres propriétés). Soient f,g € E(A). Alors :
@ u(f+8) =pulf) +pu@);
(i) si f < g, alors u(f) < u(g);
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(iii) pour tout a = 0, u(af) = au(f).

Démonstration. Ecrivons f = Y. aila, etg =3 jes Bjlp; sur deux partitions finies mesurables de
X. En raffinant par les intersections A; N B, on obtient

f+g= Z(a’i +Bj)1a;nB;-
i,j

L’ additivité finie de u donne alors
u(f+8) = aw(A) + Y. Biu(B)) = u(f) + p(g).
i J
Si f <g,alorsg = f+(g—f), oug— f est étagée positive; le point précédent donne u(g) =
u(f)+u(g = f) = u(f). Chomogénéité positive est immédiate. O

Remarque 3.8. SiA € Aet fe€E(A),alorslyf € E(A). On pose

/Afdu=/X1Afdu-

Remarque 3.9 (Approximation par restriction a une suite croissante). Soit (E;),>| une suite croissante
d’éléments de A telle que X = (J,,»| E,. Alors, pour toute fonction f € E,(A),

/fdp:limT fdu.
X n—oo E,

En effet, si f = }};c; @ila,, alors 1, f est encore étagée positive et

[ rau=YeutE,na.
En iel

Par continuité a gauche de la mesure, u(E, N A;) T u(A;) pour tout i € I, d’ou le résultat.

Proposition 3.10 (Passage a la limite croissante pour les fonctions étagées). Soit (f,)n>1 une suite
croissante de fonctions de .. (A) telle que f, T f, ou f € E.(A). Alors

/anduT/deﬂ-

Démonstration. Le cas f = 0 est immédiat. Sinon, par monotonie, / fudu < / f du, donc la suite des
intégrales a une limite £ < f f du. Fixons ¢ €]0, 1] et posons

Ep={xeX: fu(x) 2 cf(x)}.

Comme f,, < fu+1, les ensembles E, sont croissants, et | J, E, = X : en effet, si f(x) > 0, alors
fau(x)/f(x) — 1, tandis que si f(x) = 0, I'inégalité est automatique. Ainsi, par la remarque précédente,

lim/IEnfdy:/fdy.
nJx X
Or f,, > cf1E,, donc

é’ZClim/IEnfdy:c/fdy.
n X X

En faisant tendre ¢ vers 1, on obtient £ = fx fdu. O
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3.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

Définition 3.11. On note M, (A) I'ensemble des fonctions mesurables positives de (X, A) dans
Ry, B(R,)), ou Ry = [0, +00]. Pour f € M, (A), on définit son intégrale relativement a u par

#(f)=/deu=SUP{/ngu:g€8+(ﬂ),0Sgsf}~

Si pu(f) < +o0, on dit que f est intégrable.

Lemme 3.12. Soit f € M (A). Si (f)n>1 est une suite croissante de fonctions de E,(A) telle que

fu T f, alors
/fd/,z: lim T/fndu.
X n—00 X

Démonstration. Comme f,, < f, on a f Jadu < f f du, donc la limite ¢ = lim, / fn du existe dans
R, et vérifie £ < / f du. Réciproquement, soit & € &, (A) avec h < f. Posons h, = min( f,, h). Alors
hy, € E4(A), hy,, T h, et le passage a la limite croissante pour les fonctions étagées donne

/hdpzlim/hndusf.
X noJx

En prenant le supremum sur tous les 4 < f étagés positifs, on obtient / fdu<t. O
Proposition 3.13 (Premieres propriétés). Soient f,g € M, (A). Alors :
() si f < g alors u(f) < p(g);
(i) u(f +8) =pu(f)+u(g);
(iii) pourtouta > 0, u(af) = au(f).

Démonstration. La croissance est immédiate d’apres la définition. Pour I’additivité, prenons des suites
croissantes de fonctions étagées positives f, T fetg, T g. Alors f, +g, T f + g, et le lemme précédent
donne

p(f +g) = limu(fu + gn) = lim(u(fa) + p(gn)) = u(f) + p(g)-

L’homogénéité positive se démontre de la méme maniere a partir de I’homogénéité pour les fonctions
étagées. O

Théoreme 3.14 (Beppo-Levi, ou théoréme de convergence monotone). Soit ( fy,),>1 une suite croissante
de fonctions de My (A). Alors [ = lim, f, appartient @ M, (A) et

/deu=nlggoT/andu.

Démonstration. La mesurabilité de f a déja été établie. Comme f,, < f,on a f Jndu < f f du, donc,
en posant £ = limnffn du,onaf < / fdu.

Pour I’inégalité réciproque, choisissons, pour chaque 7, une suite (g,,,)p>1 de fonctions étagées
positives telle que g, T f, lorsque p — co. Posons

h, = max gnp.
p 1<n<p P

Alors h, € E,(A) et (hp) est croissante. Si h = lim, hj,, on a h < f. D’autre part, pour p > n,
hp > gn,p, donc h > f,, pour tout n, et finalement 4 = f. Le lemme précédent donne donc

/fd,u:lim/hpd,u.
X P Jx
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Or h, < fp,donc
/fduslim/fpdyzf.
X P Jx

Proposition 3.15 (Autres propriétés). Soit f € M, (A). Alors :

@3) / fdu =0 si et seulement si f =0 u-p.p.;
X

(ii) sig € My (A) et f =g u-p.p., alors / fdu= / gdu;
X X
(iii) pour tout A > 0,
1
u(rzap <y [ rdu
X

(inégalité de Markov),

(iv) si / fdu < 400, alors f < +co u-p.p.;
X

(v) si u(A) =0, alors / fdu=0.
A

Démonstration. Pour (i), le résultat est immédiat pour les fonctions étagées positives. Dans le cas
général, prenons f, € E,(A) avec f,, T f. Alors

{f #0y={f >0y = J{fu >0}
n>1

Par continuité a gauche et par Beppo-Levi, u({f # 0}) = 0 équivaut a u(f;,) = 0 pour tout n, ce qui
équivaut a u(f) = 0.
Pour (ii), posons

, _ [max(f.g) = min(f.g). sur {min(f.g) < +eo},
~ o, sur {f = g = +oo}.

Alors h € M (A) et h =0 p-p.p.; par (i), u(h) = 0. Comme max(f, g) = min(f, g) + h, les deux
fonctions max( f, g) et min(f, g) ont la méme intégrale. On en déduit, par monotonie, que f et g ont la
méme intégrale.

Pour (iii), on utilise I’inégalité ponctuelle f > Al 4y, qui donne f fdu>Au({f > A}). Pour
(iv), on écrit { f = +oo} = (,,»1{f = n} et ’on applique la continuité a droite a la suite décroissante
{f = n}, en utilisant (iii). Enfin, (v) résulte de (i) appliqué a f14. O

Remarque 3.16. L'implication réciproque de (iv) est fausse : une fonction peut étre finie p-p.p. sans étre
intégrable. Par exemple, pour la mesure de comptage sur N, la fonction f(0) = 0 et f(n) = 1/n pour
n > 1 est finie partout, mais fod,u =Ds1 1/n = +oo.

Exemple 3.17 (Mesure de Dirac). Pour la mesure de Dirac 6, on a

/de(sa = f@).,  f e M.

En effet, c’est immédiat pour les indicatrices, puis pour les fonctions étagées, et enfin pour les fonctions
mesurables positives par passage a la limite croissante.

Exemple 3.18 (Mesure de comptage sur N). Si p = 3}, 65 est la mesure de comptage sur N, alors,

pour toute fonction f: N — R,
[ran=Y s,
N neN
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Proposition 3.19. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions de My(A) et f = Y,50 fn- Alors

[ran=3 [ fun

n>0

Démonstration. On applique le théoréme de Beppo-Levi aux sommes partielles Sy = ,1:’:0 Jn- Comme
S~ T f, on obtient

Exemple 3.20. Pour la mesure de comptage sur N, si f,,: N — Riet f = >on fn, alors

N IGEDIWAGESIINAC!

keN keN neN neN keN

Lemme 3.21 (Lemme de Fatou). Soit (f,),>1 une suite de fonctions de M, (A). Alors

n—00 n—00

/ liminf f,, du < liminf / fndu.
X X
Démonstration. Posons
8p = 522 Jn-
Alors (g,)p>1 est une suite croissante de fonctions de M, (A) et g, T liminf, f,,. Par Beppo-Levi,

/liminffnduzlim/gp du.
x n P Jx

Comme g, < f, pour toutn > p, on a

/Xgpdusigfxfndu.

On conclut en faisant tendre p vers I’infini. O

3.3 Mesures a densité

Rappel 3.22. Dées que I'intégrale est définie, on pose

/Afdu=/xf1Ad#-

Théoreme 3.23 (Mesure a densité). Soit f: (X, A) — [0, +co] une fonction mesurable positive. Pour

A € A, posons
v(A) =/fd/1.
A

Alors v est une mesure sur (X, A). De plus, pour toute fonction mesurable positive g : (X, A) — [0, +o0],

ona
/gdv=/fgdu-
X X
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Démonstration. La fonction v est bien a valeurs dans R,. On a v(0) = 0. Si (A,),>1 est une suite
d’éléments deux a deux disjoints de A, alors

N
15,4, = lim 1 leA,,.
Par Beppo-Levi,

4

U An) = Lflun A, dp = Z[(flAn dp = nZl v(An),

n>1 n>1

ce qui montre que v est une mesure.

L’identité / gdv = f fg du est vraie pour g = 14 par définition de v. Par linéarité positive, elle est
vraie pour toute fonction étagée positive g. Enfin, si g € M, (A), on prend une suite g, € &, (A) telle
que g, T g, et ’on applique Beppo-Levi des deux cotés. O

Remarque 3.24. La mesure v est souvent notée fu ou f du. On dit que f est une densité de v par
rapport a u, ou encore la dérivée de Radon—Nikodym de v par rapport a u lorsque cette notation est
justifiée ; on écrit alors souvent f = dv/du.

3.4 Intégrale des fonctions de signe quelconque
Soit f: (X, A) — R une fonction mesurable. On écrit

f=f+_f_’ f+=max(f,0), f_=max(—f,0).

Les fonctions f* et f~ sont mesurables positives, et I’on a |f| = f* + f~. On aimerait poser
f fdu= f fHdu - f f~ du, mais cette expression n’a un sens que si ’on n’est pas dans la situation
indéterminée +co — (+00).

Définition 3.25. Onnote £ (1), ou £(X, A, u), ’ensemble des fonctions mesurables f: (X, A) — R

telles que
/ |f| du < +c0.
X

Si f € L£(u), on définit son intégrale par

[tau=[ rau- [ ran

Remarque 3.26. Si f € L'(u), alors f est finie u-presque partout. En effet, { f = +oo} = {|f| = +o0}
est de mesure nulle dés que f |f] du < +o0.

Proposition 3.27 (Premiéres propriétés). Soient f,g € L' (u). Alors :
(i) pourtouta € R, af +g € L (u) et

/X(af’Lg)d#:a/de#+/ng#;

(i) si f < g alors [, fdu < [, gdu;

(iii) i (f)n>1 est une suite croissante de fonctions intégrables telle que f, T f et f € L1 (u), alors

/anduT/deu;
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(iv)

[rau < [ 101 aus

(v) si u(A) =0, alors / |f| du =0, et donc f14 =0 u-p.p.
A

Démonstration. La linéarité se déduit des identités f + g = (f + g)* — (f + g)~ et des propriétés de
I’intégrale positive ; une fagon rapide de procéder est de regrouper les parties positives et négatives pour
ne faire intervenir que des fonctions positives. La monotonie vient de g — f > 0, donc f (g—=f)du=0.
Le passage a la limite croissante s’obtient en appliquant Beppo-Levi a g, = f, — fi = 0. Enfin,
—|f| £ f < |f| donne I’inégalité triangulaire pour I’intégrale. Le dernier point est une conséquence
des propriétés déja établies pour les fonctions positives. |

Remarque 3.28 (Modification sur un ensemble négligeable). Si f et g sont mesurables 2 valeurs dans R
etsi f = g u-p.p.,alors f € L£'(u) si et seulement si g € L!(u); dans ce cas,

/deﬂ=/xgd#.

Ainsi I’intégrale ne voit pas les modifications sur un ensemble de mesure nulle.

Définition 3.29 (Fonctions a valeurs complexes). Soit f: (X, A) — Cmesurable. Onditque f € L!(u)
si Re f et Im f appartiennent 2 £'(u), et I'on pose alors

'/dep:/XRefdu+i/XImfdp.

3.5 Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue

On note A la mesure de Lebesgue sur R, ou sur un intervalle muni de la tribu borélienne. Le résultat
suivant fait le lien avec I’intégrale de Riemann.

Théoréme 3.30 (Compatibilité avec ’intégrale de Riemann). Soit [a, b] un intervalle borné de R. Si
f: la,b] — R est bornée, mesurable et Riemann-intégrable, alors f1[,p) € L) et

b
fdd= / f(x) dx,
la,b] a
ou le membre de droite désigne l'intégrale de Riemann.

Démonstration. Soit T = (a =1y <] <--- <, = b) une subdivision. Posons

mi = _inf f(x),  Mi= sup [f(x),

x€[ti—1,ti] x€[ti—1,t;]

et définissons deux fonctions étagées £, et u, telles que £ < f < u, et

n n
/5rdﬂ=zmi(li—h’—1), /Mrd/1=ZMi(fi—ti—1)-
in1 i=1

Ces deux quantités sont les sommes inférieure et supérieure de Riemann. En faisant tendre le pas de la
subdivision vers O et en utilisant I’intégrabilité de Riemann, on obtient I’égalité des deux intégrales. O

Remarque 3.31 (Intégrales impropres). Soit ]a, b[ un intervalle, avec éventuellement a = —oco ou
b = +00, et soit f: ]a,b[— R mesurable. Si f est bornée et Riemann-intégrable sur tout segment
[c,d] Cla,b], et si son intégrale de Riemann impropre converge absolument, alors f € £'(1) sur
la, b[, et I'intégrale de Lebesgue coincide avec cette intégrale impropre.
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3.6 Théoreme de convergence dominée et applications

Théoreme 3.32 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit ( f,)n>1 une suite de fonctions mesurables
définies sur (X, A, p) et a valeurs réelles ou complexes. On suppose que :

@) fo = f u-pp.;
(i) il existe une fonction g € L' (p) telle que | f,| < g u-p.p. pour tout n.
Alors f € L' (u) et
lim [ f,du= / fdu.
De plus,
lim [ |f, - fldu=0.
n—oo X

Démonstration. On peut supposer les fonctions réelles. Sur 1’ensemble de convergence, on a |f| =
lim,, | f,| < g, donc f € L' (u). Posons A I’ensemble ol f,, — f et ol g < +oco; alors u(A€) = 0. Les
fonctions

hp = (2g -1a |fn - fl)nzl

sont mesurables positives. Par le lemme de Fatou,

/2gd,uSliminf/(28—1A|fn—f|)dﬂ-
X n—oo X

On en déduit
Oslimsup/ |fn — fl du<0.
X

n—oo

Ainsi f |/ — f| du — 0, ce qui implique la convergence des intégrales par 1’inégalité

’/andu—/xfdu S/XIfn—fI du.

Exemple 3.33. Pour
1
2.2
I, = / n’x2e™ X dA(x),
0
onanixle " 0 pour tout x € [0, 1] et sup,,-; nixle~"'* < C pour une constante C indépendante
de x. Par convergence dominée, I,, — 0.

Exemple 3.34. L’hypotheése de domination est essentielle. Pour

1
2,2
Jn = / n’xe™" ¥ da(x),
0
I’intégrande converge ponctuellement vers 0, mais

1
| 1 2 1
Jn:[—ienx}ozi(l—en)—)i.

Il n’y a donc pas de domination intégrable uniforme.

Exemple 3.35. Si f € L!(u), alors
/ fdu—20 lorsque t — +co.
{If1>1}
En effet, f1¢>,y — O p.p. et |f1{|f|>,}| <|fl-

26



Proposition 3.36 (Séries de fonctions). Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesurables. Si
[Vl du < o0,
n>1v%X
alors la série )., fn converge absolument p-p.p., sa somme est intégrable, et
/andﬂ = Z/fndﬂ
X n>1 n>1 X

Démonstration. Par Beppo-Levi appliqué aux fonctions positives | f, |,

[0l du= Y [ 15 du < oo

X =1 n>1vX

Donc Y, | ful < +co u-p.p. On applique ensuite le théoréme de convergence dominée aux sommes
partielles, dominées par ), | ful. O

Lemme 3.37 (Borel-Cantelli). Soit (A,)n>1 une suite d’éléments de A. Si Y51 u(A,) < +oo, alors
U (lim sup An) =0.
n—co
Démonstration. On applique la proposition précédente a la série de fonctions indicatrices :
[t du= Y tn) < v
X =1 n>1

Ainsi ), 14, < 400 p.p., ce qui signifie que presque tout point n’appartient qu’a un nombre fini de
Ay O

Théoreéme 3.38 (Continuité sous le signe intégrale). Soit I un intervalle de R et soit f: I X X — R,
(t,x) — f(t,x). Pourt € I, posons

F) = [ (02 duta).
X
On suppose que :
(1) pour toutt € I, la fonction x — f(t,x) est mesurable;
(ii) pour u-presque tout x, la fonction t — f(t,x) est continue en un point tg € I;

(iii) il existe g € L' () telle que, pour tout t € I, | f(t,x)| < g(x) pour u-presque tout x.

Alors F est bien définie sur I et continue en t.

Démonstration. Sit, — ty, alors f(t,,x) — f(t9,x) pour u-presque tout x, et | f(z,,x)| < g(x). Le
théoréme de convergence dominée donne F(¢,) — F(ty). m|

Théoréme 3.39 (Dérivation sous le signe intégrale). Soit I un intervalle ouvert non vide de R et soit
f:IxX — R Soitty € I. On suppose que :

(1) pourtoutt € I, x — f(t,x) est u-intégrable ;
(ii) pour u-presque tout x, la dérivée partielle 0, f (o, x) existe;

(iii) il existe g € L' () telle que, pour tout t € I,

|f(2.x) = f (20, x)| < g(x) [t = o]

pour u-presque tout Xx.
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Alors F(t) = fX f(t,x) du(x) est dérivable en t et

F'(10) = /X 80 (10.) dia(x).

Démonstration. Soit (t,) une suite de points de I, distincts de #g, telle que #,, — to. Posons

f (1) = ft0,3)

th — 1o

‘pn(x) =

Alors ¢, (x) — 9, f (29, x) pour u-presque tout x, et |¢, (x)| < g(x). Par convergence dominée,

PO =20 - [ e — [ 01500, duto),

I, — 1o
[}

Corollaire 3.40 (Dérivation globale sur un intervalle ouvert). Soit I un intervalle ouvert de R. On
suppose que :

(1) pourtoutt € I, f(t,-) est u-intégrable;
(ii) pour u-presque tout x, t — f(t,x) est dérivable sur I ;

(iii) il existe g € L' (u) telle que, pour tout t € I, |8, f(t,x)| < g(x) pour u-presque tout x.
Alors F(t) = fX f(t,x) du(x) est dérivable sur I et

F'(t):'/X('),f(t,x)dy(x), tel.

Démonstration. Fixons ty € I. Par le théoréme des accroissements finis, pour ¢ assez proche de 7 et
pour presque tout x,

|f(t.x) = f(to. )| < sup |0 f(s,0)] |t —10] < g(x) |t —10] .

s€[tAty,tVig]
On applique le théoréme précédent en ¢. |

Remarque 3.41. Les résultats de continuité et de dérivation sous le signe intégrale restent valables pour
des fonctions a valeurs complexes, en les appliquant séparément aux parties réelle et imaginaire.

28



Chapitre 4

Espaces L? et {7

Dans ce chapitre, on fixe un espace mesuré (X, A, 1) et un exposant 1 < p < +o0. Les fonctions sont
a valeurs réelles ou complexes, sauf mention contraire. Le point important est que 1’intégrale permet de
mesurer la “taille moyenne” d’une fonction, mais seulement a modification sur un ensemble négligeable
pres. C’est pourquoi les véritables espaces normés seront des espaces de classes de fonctions égales
presque partout.

4.1 Espaces L?

Définition 4.1. Soit 1 < p < +c0. Onnote L = LP(X, A, u) I’ensemble des fonctions mesurables
f: X > K, ouK =R ouC, telles que | f|” soit u-intégrable. On pose

1/p
111, = ( /X 1P du) .

Proposition 4.2. Pour 1 < p < +oo, LP est un espace vectoriel.

Démonstration. La fonction nulle appartienta L. Si f,g € LP et A € K, alors

lAf +gl” < (A Lf1 +1gD? < 2P (141 1 £17 + 1817) .
ce qui est intégrable. Donc Af + g € LP. |

On aimmédiatement [|[1f]|,, = [2] [| f]| ,. Enrevanche, || ]|, = O entraine seulement f* = O u-presque
partout. Ainsi ||-||,, est d’abord une semi-norme sur L”. Pour obtenir I’inégalit¢ triangulaire, on utilise
I’inégalité de Holder.

Théoreme 4.3 (Inégalité de Holder). Soient p,q €]1,+oo| tels que 1/p + 1/q = 1. Si f € LP et
g€ L9 alors fg e L' et

/X el di < 151, llgll,
En particulier, lorsque p = q = 2, on retrouve ’inégalité de Cauchy—Schwarz.
Démonstration. On part de 1’inégalité de Young : pour u,v > Oeta €]0, 1],
u'= <au+ (1 -a)v.

Elle découle de la concavité de log, ou encore de la convexité de x — —logx. Si f |f1? du =0 ou
f lg|9 du = 0, le résultat est immédiat. Sinon, on applique Young a

_ @ s L1
S 1P du S 1l du’

B
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Apres intégration, on obtient
1

_— |fgl du<1,
||f||p||g||q/xfg a

ce qui donne I’inégalité annoncée. O

Remargue 4.4. Dans le cas non trivial, 1’égalité dans Holder a lieu lorsque | f|? et |g|? sont propor-
tionnelles presque partout, plus précisément lorsqu’il existe @, 8 > 0, non tous deux nuls, tels que

alfI” =PBlgl? u-p.p.
Théoreme 4.5 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < +ocoet f,g € LP, ona
Lf+gll, <Ifll, + gl -

Démonstration. Le cas p = 1 est I'inégalité triangulaire intégrée. Soit donc p > 1 et soit g 1’exposant
conjugué de p. On éEcrit
-1 -1
Lf+8l? <IfILf +glP™ +l1gllf +gl”™.

En appliquant Holder aux deux termes et en remarquant que (p — 1)g = p, on obtient
-1
17+ 815 < (1, + Dgl, ) 1 + g1l

Si||f +gll, =0,iln’y arien a montrer; sinon on divise par ||/ + g||Z_1. |

Corollaire 4.6. Pour tout p € [1,+oo[, LP est un espace vectoriel semi-normé pour la semi-norme

-1l -

Définition 4.7 (Espace £°°). On note L* = L*(X, A, u) ’ensemble des fonctions mesurables f
essentiellement bornées, ¢’est-a-dire telles qu’il existe a € R, vérifiant | f| < a u-p.p. On pose

Ifllo = infla € Ry: Ifl <@ ppp.).
Cette quantité est appelée borne supérieure essentielle de | f/|.

Remarque 4.8. Comme pour p < +oo, ||-||,, est seulement une semi-norme sur L%, et I’'on a

1f + &llo < 1Ml + llglleo -

donc f > || £, est une semi-norme pour tout 1 < p < +oo.

4.2 Espaces L?

Le défaut de L” est que || f{[,, = 0 implique seulement f = 0 presque partout. On passe donc aux
classes de fonctions modulo égalité presque partout.

Définition 4.9. On note N I’ensemble des fonctions mesurables f telles que f = 0 u-p.p. Sur les
fonctions mesurables, on définit la relation

fRg & [-geN,
ou encore f = g u-p.p. C’est une relation d’équivalence. On note fla classe d’équivalence de f.

SifR fetgRg\ alors f+gR f +g etdf RAf.Deplus | fll, =, des que f = f’
u-p.p- On peut donc poser
17 =,
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Définition 4.10. On note L? = LP (X, A, u) ’ensemble des classes d’équivalence de fonctions de L7
pour la relation d’€galité presque partout. On munit L” de la norme ||-||,. En pratique, on confond
souvent une fonction et sa classe d’équivalence.

Théoreme 4.11 (Complétude de L?). Pour tout p € [1,+o0], espace (LP, ||-||,) est complet. C’est
donc un espace de Banach.

Démonstration. On traite d’abord le cas 1 < p < +o0. Il suffit de rappeler qu'un espace vectoriel
normé est complet si toute série normalement convergente y est convergente. On utilisera le fait suivant,
conséquence de Beppo—Levi et de Minkowski : si ( f;,),,>1 est une suite de fonctions mesurables positives

et
DUl all, < +os,
n>1

alors
DN BT
nx>1 p nx1

Soit donc () une suite de L” telle que 3, || full, < +o0. Alors 3, | fu(x)] < +co pour presque tout
x. Sur cet ensemble, la série )}, f,(x) converge dans K; on note S sa somme, et on pose S = 0 ailleurs.

OnaSelL?, et
n
S—ka
k=0

Cela montre la complétude de L.

Pour p = +o0, soit (f;) une série telle que Y, || fulloo < +00. Pour chaque n, il existe un ensemble
négligeable E, tel que | f,,(x)| < || fulloo pour x ¢ E,. Sur le complémentaire de E = | J,, E,,, 1a série
>n Jn(x) converge absolument et uniformément au sens de la norme essentielle. Si S désigne sa somme,

alors
S- ) i
k=0

Donc L™ est complet. O

< >, A, —o.

p k>n+1

< 0 il — 0.

oo k>n+1

4.3 Liens entre convergence p.p. et convergence L?”

On sait déja que, si 1 < p < +oo,si f, = f u-p.p. et s’il existe g € LP telle que | f,,| < g u-p.p.
pour tout n, alors f,, — f dans LP. En effet, on applique le théoréme de convergence dominée a
hn = |fu = fIP.

La réciproque est fausse en général, mais on dispose du résultat suivant.

Théoréme 4.12. Soit 1 < p < +00. Si (fy) est une suite de LP qui converge vers f pour ||-|| ,, alors on
peut extraire une sous-suite ( f,, )k qui converge u-presque partout vers f.

Démonstration. Comme || f, — f||,, — 0, on choisit par récurrence une sous-suite (f,) telle que

i = Il <275
Pour g > 1, posons
1
Akq = {|fnk _f|p > _}'
q
Par I’inégalité de Markov,

#(Akq) < g ||fu = fII}, < a27%.
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Le lemme de Borel-Cantelli donne u(limsup, A ,) = 0 pour chaque g. Ainsi, hors d’un ensemble
négligeable, pour tout ¢ fixé, il n’y a qu’un nombre fini de k tels que x € Ay 4. Cela signifie que

T (X) = f(x). o
Corollaire 4.13. Soit 1 < p < +00. Si f,, — f dans L? et si f,, — g u-p.p., alors f = g u-p.p.

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, on extrait une sous-suite de ( f,,) qui converge u-p.p.
vers f. Cette méme sous-suite converge aussi u-p.p. vers g, donc f = g u-p.p. |

Exemple 4.14 (Convergence p.p. sans convergence L!). Sur ([0, 1], B([0, 1]), 1), posons f,, = n1(0,1/n]-
Alors f,, — 0 A-p.p., mais
1
/ fodl=1
0

pour tout . Il n’y a donc pas convergence vers 0 dans L!.

Exemple 4.15 (Convergence L' sans convergence p.p.). Sur [0, 1], posons u,, = ", 1/i. On choisit
A, c [0, 1] de longueur u,,+1 — u, = 1/(n + 1), en faisant glisser ces intervalles le long de [0, 1] de
fagon périodique, et I'on pose f,, = 14,,. Alors || f|l; = A(A,) = 1/(n+1) — 0, donc f,, — 0 dans L.
En revanche, les ensembles A,, passent infiniment souvent devant tout point; la suite ne converge donc
pas presque partout vers 0.

4.4 Quelques théoremes de densité dans les espaces L”
Rappel 4.16. Une fonction étagée ¢ est intégrable si et seulement si

u({e # 0}) < +oo,
avec la convention O - u(A) = 0 pour tout A € A. Dans ce cas, ¢ € LP(u) pour tout p € [1, +oo[.

Proposition 4.17. Pour tout p € [1,+co[, I’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans
LP ().

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas d’une fonction f € LP (u) positive. Par le lemme fondamental
d’approximation, il existe une suite croissante (¢,,) de fonctions étagées positives telle que 0 < ¢, < f
et, T f. Alors

|f = eul” < fP, |f = ¢ul? — 0.

Le théoreéme de convergence dominée donne || f — ¢n|l,, — 0. Le cas général s’obtient en appliquant
I’argument aux parties positive et négative, ou aux parties réelle et imaginaire. O

Lemme 4.18. Soient C c D c LP(u). Si C est dense dans D et si D est dense dans LP (u), alors C
est dense dans LP (u).

Théoréme 4.19 (Densité dans L” (R)). On se place sur (R, B(R),d) et 1 < p < +o0.

(a) L’ensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans LP ().

(b) L’ensemble C.(R) des fonctions continues a support compact est dense dans LP (Q).

Démonstration. On approche d’abord une fonction étagée intégrable par une fonction en escalier
a support compact. Il suffit pour cela d’approcher les indicatrices 14 par des combinaisons finies
d’indicatrices d’intervalles, puis de couper hors d’un compact de mesure suffisamment petite. Ensuite,
pour passer des fonctions en escalier aux fonctions continues a support compact, on remplace les
indicatrices d’intervalles 1, ) par des fonctions continues qui valent 1 sur [a + &, b — £], 0 hors de
[a, b], et sont affines sur les deux petits intervalles de raccord. L’erreur L? tend vers O avec &. O
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Chapitre 5

Intégrales multiples

Nous voulons maintenant donner un sens rigoureux a I’intégration sur un produit cartésien. Dans le
cas de R?, cela revient a donner un sens 4 la mesure d’une surface et 2 justifier les calculs par intégrales
itérées. Le cadre abstrait est celui des espaces mesurés produits.

5.1 Intégrale sur un espace produit

5.1.1 Tribu produit

Soient (Q;, A;), 1 <i < n, des espaces mesurables, et posons Q = Q; X - -+ X Q,. Un point de Q
sécrit w = (w1, ...,wn), avec w; € ;.
Définition 5.1. La tribu produit sur € est la tribu engendrée par les pavés mesurables :
A1®- @A, =0 ({A1 X - XA,: Ay e A;, 1 <i<n}).
Pour n = 2, on écrit simplement A ® B.

La tribu produit est la plus petite tribu qui rende les projections canoniques mesurables. Plus
précisément, si m;: Q X --- X Q, — Q; désigne la projection m;(w) = wj;, alors chaque m; est
(A ® - @ Ay, A;)-mesurable. Réciproquement, toute tribu sur Q qui rend toutes les projections
mesurables contient la tribu produit. En effet,

n
Al X XAy = ﬂn;I(Al-).
i=1

Proposition 5.2. Soit f: (Z,C) — (X XY, A ® B), que l'on écrit f(z) = (fx(2), fr(z)). Alors f est
mesurable si et seulement si fx est (C, A)-mesurable et fy est (C, B)-mesurable.

Démonstration. Si f est mesurable, alors fx = mx o f et fy = my o f sont mesurables par composition.
Réciproquement, si fx et fy sont mesurables, alors, pour tout pavé A X B avec A € A et B € B,

' (AxB) = fx'(A)n fy'(B) eC.
Ainsi f est mesurable puisque les pavés engendrent A ® B. m|
Remarque 5.3. Si X et Y sont des espaces topologiques, alors
B(X)®B(Y) c B(XxY),

car les projections sont continues pour la topologie produit. Si X et Y sont a bases dénombrables
d’ouverts, par exemple s’ils sont métriques séparables, alors

B(X)®@B(Y)=B(X xY).
En particulier,

B(RY) = B(R)®4.
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5.1.2 Sections d’un ensemble mesurable
Soient (X, A) et (Y, B) deux espaces mesurables. Pour C ¢ X X Y, on définit les sections
Co={yeY: (x,y)eC}, C’={xeX: (x,y) e C}.
Proposition 5.4. Si C € A Q® B, alors, pour tout x € X ettouty € Y,ona C, € Bet C” € A.

Démonstration. Fixons x € X et considérons
Dy={C e A®B: Cy € B}.

C’est une tribu. Elle contient les pavés mesurables, car (A X B), = Bsix € A et (A X B), = 0 sinon.
Donc D, = A @ B. Le raisonnement pour les sections C” est le méme. O

Corollaire 5.5. Soit f: (X XY, A® B) — (R, B(R)) une fonction mesurable. Alors, pour tout x € X,
la fonction fr: y — f(x,y) est (B, B(R))-mesurable, et, pour tout'y € Y, la fonction f>: x — f(x,y)
est (A, B(R))-mesurable.

Démonstration. Pour une indicatrice f = 1¢, cela découle de la proposition précédente. Par linéarité, le
résultat vaut pour les fonctions étagées, puis pour les fonctions mesurables positives par approximation
croissante. Le cas général s’obtient en séparant parties positive et négative. |

5.1.3 Mesure produit
Pour construire une mesure sur X X Y, on veut imposer la régle naturelle
m(A x B) = u(A)v(B).
L’existence et surtout I’unicité de cette mesure nécessitent une hypotheése de o-finitude.

Théoreme 5.6 (Mesure produit). Soient (X, A, u) et (Y, B, v) deux espaces mesurés o-finis. Il existe
une unique mesure m sur (X XY, A ® B) telle que

m(A X B) = u(A)v(B), AeA, BeSB.

Cette mesure est o-finie et se note y ® v. De plus, pour tout C € A ® B,

(L@ v)(C) = /X Y(Cy) dua(x) = /Y #(C) dv(y).

Démonstration. L'unicité provient du théoréme d’unicité des mesures o-finies. En effet, si (A,) et
(By,) sont des suites croissantes d’ensembles mesurables de mesure finie recouvrant respectivement X
et Y, alors les pavés A,, X B, recouvrent X X Y et ont une mesure finie. La classe des pavés mesurables
est stable par intersections finies et engendre ‘A ® B.

Pour la formule avec les sections, on commence par montrer que, pour C € A ® B, les fonctions
x — v(Cy) ety — u(C”) sont mesurables positives. On le vérifie d’abord pour les pavés, puis on
utilise un argument de classe monotone. Les deux applications

C'_>'/);V(Cx)dﬂ(x)’ CH'/)/M(Cy)dV(Y)

définissent alors des mesures sur A ® B qui coincident avec u(A)v(B) sur les pavés. Par unicité, elles
sont égalesa u ® v. O
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Remarque 5.7. Lhypothése de o-finitude ne peut pas étre simplement omise. Par exemple, prenons
X =Y =R, u = Alamesure de Lebesgue et v la mesure de comptage sur R, qui n’est pas o-finie. Pour
la diagonale A = {(x,x) : x € R}, les sections vérifient Ay = {x} et AY = {y}. On obtient alors

/ V(Ay) dA(x) = +oo, / AB) dv(s) = 0.
R R

Les deux formules ne donnent donc pas le méme résultat.

Remarque 5.8. Le théoréme s’étend par récurrence au produit d’un nombre fini de mesures o-finies. En
particulier, la mesure de Lebesgue sur R? est

Ag=1Q®---®4.
————
d fois

5.2 Théoremes de Fubini

Théoréme 5.9 (Fubini-Tonelli). Soient (X, A, ) et (Y, B,v) deux espaces mesurés o-finis, et soit
f: X XY — Ry une fonction A @ B-mesurable positive. Alors les fonctions

x - /Y Fy)dvy),  yr— /X e y) du(x)

sont mesurables positives, et

/nyfd(“@V):/X(/Yf(x’y)dv(y))dﬂ(x)=/Y(/Xf(x,y)dﬂ(x))dv(y).

Démonstration. Pour f = 1¢, le résultat est exactement la formule de la mesure produit. Par linéarité,
il vaut pour les fonctions étagées positives. Si f est mesurable positive, on choisit une suite croissante
(fn) de fonctions étagées positives convergeant vers f. On applique le résultat précédent a chaque f;, et
I’on passe a la limite par le théoréme de Beppo—Levi. m|

Théoreme 5.10 (Fubini-Lebesgue). Soient (X, A, u) et (Y, B, v) deux espaces mesurés o-finis, et soit
f: X xY = K, avec K = R ou C, une fonction A ® B-mesurable telle que f € L' (u ® v). Alors :

(i) pour p-presque tout x, la fonction y — f(x,y) appartient a L' (v); pour v-presque tout y, la
fonction x v~ f(x,y) appartient a L' (1) ;

(ii) les fonctions

x — /Y Fy)dvy),  yr— /X e y) du(x)

sont intégrables, définies presque partout ;

(iil) on a

[ rawey - /X ( /Y ) dV(y))d,U(X)= /Y ( /X f(x,)’)dﬂ(x))dv(y)-

Démonstration. Dans le cas réel, on applique Fubini-Tonelli a f* et f~. Comme

/ 1l d(u®v) < +o,
XxXY

les ensembles out I'une des intégrales de f* ou f~ vaut +oco sont de mesure nulle. Les identités
s’obtiennent par différence. Le cas complexe se traite en séparant partie réelle et partie imaginaire. O
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Exemple 5.11 (Séries doubles). Prenons X =Y = N munis de la tribu des parties et de la mesure de
comptage. Pour une fonction f: N?> — K, le théoréme de Fubini donne, dés que

D1 m)] < +eo,
n,m>0
I’ égalité
D, fumy =3 > fam)y= Y > fnm).
n,m>0 n>0m>0 m>0n>0

Pour une fonction positive, cette identité reste vraie avec des valeurs dans [0, +oo].

Exemple 5.12 (Deux intégrales itérées différentes). Sur |0, 1]2, posons

$2 yz
Alors
1 y 1 1
9 d = = b
/0 flay)dy x2 + y? 1 +x2
et donc

‘/01(/01f(x,y)dy)dx=%.

En intervertissant les roles de x et y, on obtient au contraire

/01 (/Olf(x,y)dX) dy = —%-

Ainsi f n’est pas intégrable sur ]0,1]% au sens de Lebesgue, et les hypothéses du théoréme de
Fubini-Lebesgue sont indispensables.

5.3 Intégrales multiples sur R?

On rappelle d’abord la formule de changement de variables. Soient U et V deux ouverts de R¢ et
¢: U — V un C'-difféomorphisme. On note

Do(x) = (a‘p" (x)) . J,(x) = det Do(x).
axf 1<i,j<d

Théoreme 5.13 (Changement de variables). Soient U et V deux ouverts de R4, et soit ¢: U — V un
C'-difféomorphisme. Pour toute fonction borélienne f: V — R, ona

/ FO) dla(y) = / F(0(0) [T ()] dAa().
\% U

La méme formule vaut pour toute fonction f intégrable sur'V.
Exemple 5.14 (Coordonnées polaires). L’application
o(r,0) = (rcos@,rsinf)

est un C'-difféomorphisme de R* x]0, 2x[ sur R? \ ([0, +c0[x{0}). Son jacobien vaut 7. Ainsi, pour
une fonction borélienne positive f sur R?,

2 +00
/sz(x,y) dAz(x,y) = '/0 ./0 f(rcos,rsind)rdrdo,

avec la convention usuelle que 1’on peut négliger les ensembles de mesure nulle.
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Exemple 5.15 (Intégrale gaussienne). Soit

1 2 2
— - (xT+y7)/2
g(x,y) 7 :

Par Fubini et le changement de variables polaires,

1 2n +00
/ g(x’ )’) d/IZ(xa y) = _/ / e_rz/zrdrde =1.
R? 2 Jo Jo

/.e_xz/2 dx = \2r.
R

On retrouve donc

Exemple 5.16 (Volume de la boule unité). On note
wgq = Ag ({x eRY: x| < l})
le volume de la boule euclidienne unité de RY. Pour r > 0,
Aa ({x eR?: |x|| < r}) =rdwg.

Considérons f(x,t) = e‘tl{”x”z sur R¢ x R, Par Fubini,

<t}

/]R;d Ax:j e dtdly(x) = ‘/0+°°e—t/ld ({XZ x| < \/Z}) dt.

Le membre de gauche vaut
/ eI g () = 72,
R4

+00 d
a)d/ td/ze_tdt=wdr(—+l).
0 2

dn

et le membre de droite vaut

Ainsi
m

En particulier, pour d = 3, on retrouve le volume 47/3 de la boule unité.

wy =
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Deuxiéme partie

Probabilités
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Chapitre 6

Introduction aux probabilités

En 1933, N. Kolmogorov, en s’appuyant sur la théorie de la mesure, a donné un cadre axiomatique
précis au calcul des probabilités. L’idée générale est la suivante : on décrit d’abord 1’ensemble €2 des
issues possibles d’une expérience, puis on choisit une tribu A d’événements observables, et enfin on
attribue a ces événements une mesure positive de masse totale 1, appelée probabilité.

Ce point de vue permet de traiter dans un méme langage les expériences finies, comme un lancer de
dé, les expériences dénombrables, comme une suite infinie de lancers, et les modeles continus, comme
une durée de vie ou une trajectoire aléatoire. Il explique aussi pourquoi la théorie des probabilités repose
naturellement sur les notions vues dans la premiére partie : tribus, mesures, fonctions mesurables et
intégrales.

6.1 Expériences aléatoires et événements

Une expérience est aléatoire des lors que son résultat ne peut pas étre prédit exactement. Par exemple,
on ne connait pas a I’avance la valeur lue sur la face d’un dé que I’on jette, la température demain matin
a huit heures, ou encore le prochain résultat d’un tirage du loto. Dans chacun de ces exemples, le résultat
précis est incertain ; en revanche, on connait, au moins idéalement, 1’ensemble des issues possibles.

Il est important de souligner que le mot “aléatoire” ne signifie pas nécessairement que le phénomene
n’obéit a aucune loi physique. Pour un lancer de piece, si I’on connaissait avec une précision parfaite
la vitesse initiale, la hauteur du lancer, I’angle de rotation, les frottements et les courants d’air, on
pourrait en principe écrire des équations de mécanique. Mais le mécanisme est trop complexe et trop
sensible aux conditions initiales pour que ce modele déterministe soit exploitable. On préfere donc
décrire I’expérience a 1’aide d’un modele probabiliste.

On note €2 I’ensemble des valeurs possibles de I’expérience. La théorie des probabilités modélise
ensuite la fréquence de réalisation des événements. Si une expérience est répétée n fois dans des
conditions identiques et de facon indépendante, et si un événement A s’est produit k,(A) fois, alors
kn(A)/n est la fréquence empirique de A. ’idée fondamentale est que, dans les situations régulieres,

kn(4)
n

— P(A), n — co.

Cette convergence sera formalisée plus tard par la loi des grands nombres. Elle justifie aussi 1’additivité :

si AN B=0,alors
kn(AUB) _ kn(A) | Fn(B)

n n n

et donc, au passage a la limite, on doit avoir

P(AUB) =P(A)+P(B) siANB=0.
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6.1.1 Espace des états

Définition 6.1. Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne peut pas étre déterminé
avec certitude. On note souvent E une telle expérience. Son univers, ou espace des états, est I’ensemble
de tous les résultats possibles; on le note Q. Un événement élémentaire est un résultat possible de
I’expérience, c’est-a-dire un élément w € Q.

L'univers peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable. Le choix de € n’est pas toujours unique :
il dépend de I’information que I’on souhaite conserver sur I’expérience.

Exemple 6.2 (Choix d’univers). Voici quelques exemples d’expériences aléatoires et de choix naturels
d’univers.

(1) Pour un lancer d’une piéce de monnaie, on peut prendre Q = {P, F'}, ou P signifie pile et F face.

(2) Pour deux lancers consécutifs d’une mé€me piece,

Q = {PP,PF,FP,FF}.

(3) Pour un lancer d’un dé régulier,
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

(4) Pour deux lancers consécutifs d’un méme dé, si I’on garde le détail des deux résultats, on

prend Q; = {1,...,6}%. Si I’on ne s’intéresse qu’a la somme obtenue, on peut aussi prendre
Q ={2,3,...,12}.

(5) Pour un nombre infini de lancers d’un méme dé,

Q = {(up)ns1 :un € {1,...,6} pourtoutn > 1} = {1,...,6}".

(6) Pour la durée de vie d’un individu, on peut choisir par exemple Q = [0, 120], mesuré en années.

(7) Pour la promenade d’un ivrogne dans une rue, qui a chaque instant fait un pas en avant ou en
arriére, on peut prendre
Q={-1,1}".

(8) Pour la trajectoire continue d’une poussiére a la surface de I’eau pendant un intervalle de temps
[0, T], un modele possible est
Q= C([0.T].R?).

Dans la suite, on va vouloir calculer la probabilité de certaines parties de I’espace fondamental €.
Ces parties seront les événements.
6.1.2 Evénements

Définition 6.3. Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est réalisée ou non une
fois I’issue de I’expérience connue. Mathématiquement, un événement est donc un sous-ensemble de
I’univers Q.

Exemple 6.4 (Evénements dans les exemples précédents).

(1) Pour un lancer de pi¢ce, 1’événement “obtenir pile” est le sous-ensemble {P} de {P, F}.

(2) Pour deux lancers de piece, I’événement “le premier lancer donne pile” est

A = {PP,PF}.
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(3) Pour deux lancers de dé, I’événement “la somme vaut 4 est
A ={(1,3),(2,2),3, )} c {1,...,6)>
si ’on garde le détail des deux dés, et simplement {4} si I’univers choisi est {2, 3, ..., 12}.

(4) Pour des lancers indéfinis d’un dé, I’événement “le premier 1 est obtenu au N-ieéme lancer” est

{(up)ps1 :u1 =2 2,...,un-1 =2, uy = 1}.

(5) Pour une durée de vie, I’événement “I’individu atteint au moins 50 ans” est {x € R, : 50 < x < 120}.

(6) Pour la promenade d’un ivrogne, I’événement “I’ivrogne avance au N-ieéme pas” est {(u,)n>1 :
unN = 1}.

Puisque les événements sont des sous-ensembles de €2, on peut effectuer sur eux les opérations
usuelles de la théorie des ensembles. Ces opérations ont une interprétation probabiliste naturelle.

Notation Terminologie ensembliste Terminologie probabiliste

Q ensemble entier espace des états, événement certain

w élément de Q événement élémentaire

A sous-ensemble de Q événement

weEA w appartient a A A est réalisé si w est I’issue de 1’expérience

ACB A est inclus dans B si A est réalisé, alors B aussi

AUB réunion de A et B événement “A ou B”, le ou n’étant pas ex-
clusif

ANB intersection de A et B événement “A et B”

A€ complémentaire de A événement contraire de A

0 ensemble vide événement impossible

ANB=10 A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

Exemple 6.5. Pour deux lancers successifs d’une méme pi¢ce de monnaie, posons A = {PP}, B = {PF}
etC = {FP,FF}. Alors
AUB={PP,PF} =C*

est I’événement “le premier lancer donne pile”. En revanche A N B = ) est ’événement impossible : les
événements A et B sont incompatibles.

Propriété 6.6 (Regles de calcul ensembliste). Pour tous événements A, B, C, on a les identités suivantes :
AUB=BUA, (AUB)UC =AU (BUC(C),

(AUB)NC=(ANC)u (BNC(C),

et les lois de Morgan
(AUB)‘ = A°n BS, (AN B) = A° U B.

Les mémes regles valent pour les intersections et réunions finies ou dénombrables.

Remarque 6.7. Si Ay, ..., A, sont des événements, alors | I, A; est I'événement “au moins un des A;
se réalise”, tandis que (., A; est ’événement “tous les A; se réalisent”. De méme, | J; A; signifie
qu’au moins un des événements de la suite se réalise, et ();»; A; signifie que tous se réalisent.

Exemple 6.8 (Alice et Bob). Alice et Bob lancent le méme dé a tour de rdle, Alice commencgant. Le
gagnant est le premier a obtenir un six. On consideére les événements

A = {victoire d’Alice}, B = {victoire de Bob}, D = {il n’y a pas de vainqueur}.
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Pour analyser ces événements, introduisons
F,, = {fin de la partie au n-ieéme lancer}, S; = {le j-ieéme lancer donne un six}.

Il est clair que 1’absence de vainqueur signifie qu’aucun lancer ne donne six :

D:ﬂSj.

j=1

Alice ne peut gagner qu’aux lancers de rang impair, et Bob qu’aux lancers de rang pair. Ainsi

Enfin, la partie finit au n-ieéme lancer si les n — 1 premiers lancers ne donnent pas six et si le n-ieme
donne six. Donc

n-1
Fi=S, F,= ﬂs; ns, (n>2).
j=1

En particulier, avec la convention ﬂ?zl S; =Q,

2k 2k-1
A=U ﬂS; N Soks1 ], B=U mS; N Sk
k>0 |\ j=1 k=1 |\ j=1

Cet exemple illustre I'intérét de décomposer un événement compliqué a 1’aide d’événements plus
simples.

Un événement est donc une partie de Q, autrement dit un élément de P (Q). Si Q = {a, b, c}, alors
P(Q) a 8 éléments :

0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c} = Q.
Plus généralement, si 2 a n éléments, alors
Card(P(Q)) = 2".

Il pourrait sembler naturel d’associer une probabilité a toute partie de €2, c’est-a-dire de prendre
P (L) comme ensemble des événements. C’est ce que 1’on fait lorsque Q est fini ou dénombrable. En
revanche, pour certains univers non dénombrables, par exemple Q = R, la classe P (Q) est trop grande
pour que I’on puisse attribuer une probabilité a toutes ses parties de maniere cohérente. On se restreint
alors a une sous-famille A C P (L) dont les éléments seront les événements auxquels on peut attribuer
une probabilité. Cette famille doit étre stable par les opérations logiques usuelles : complémentaire,
réunion dénombrable, intersection dénombrable. C’est la notion de tribu.

Définition 6.9 (Tribu). Soit Q un univers. Une classe A C P (Q) est une tribu, ou o-algébre, si :
(i) Qe A,;

(i) si A € A, alors A€ € A;

(iii) si (A,)n>1 est une suite d’éléments de A, alors (J,,»1 An € A.

Le couple (Q, A) est appelé espace probabilisable.

Remarque 6.10. 11 faut bien distinguer les deux notations A C Q et A € A. La premicre signifie que A
est une partie de I’univers ; la seconde signifie que cette partie est un événement mesurable, c’est-a-dire
qu’elle appartient 2 la tribu. Ecrire A C A n’a en général aucun sens dans ce contexte.
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Remarque 6.11. La stabilité par intersections dénombrables découle de la définition. En effet, si A,, € A,

alors .
() 4n= (UA;) €A

n>1 n>1

En particulier, une tribu est stable par différence, car A \ B = A N B¢, et par différence symétrique.

Exemple 6.12. La classe {0, Q} est la tribu triviale. La classe £ () est la tribu totale, parfois appelée
tribu discrete. Sur R, on utilise généralement la tribu borélienne

BR) = o ({Ja,b[: a < b}).

Si A c Q, la plus petite tribu contenant A est {0,Q, A, A°}. Si Q = {a, b,c,d}, on peut par
exemple considérer les tribus {0, Q, {a}, {b, c,d}} ou {0, Q, {a, b}, {c,d}}. Le choix de la tribu reflete
I’information que 1’on décide d’observer.

6.2 Probabilité

Une fois fixés un univers Q et une tribu A, on peut définir proprement ce qu’est une probabilité sur
(Q, A). Intuitivement, une probabilité mesure la chance de réalisation d’un événement. Formellement,
c’est une mesure positive de masse totale 1.

Définition 6.13. Soit (2, A) un espace probabilisable. Une probabilité sur (Q, A) est une application
P: A — [0,1] telle que :

(i) P(Q) =1;

(ii) si (A;)n>1 est une suite d’événements deux a deux incompatibles, alors

u An) = Z P(A,).

n>1 n>1

P

Le triplet (Q, A, P) est appelé espace probabilisé.

Remarque 6.14. La propriété précédente est la o--additivité. Elle implique en particulier P(0) = 0. En
effet, en prenant A,, = 0 pour tout n > 1, on obtient

P(0) = ) P(0),

n>1
ce qui force P(0) = 0, puisque P(0) est finie.

Exemple 6.15 (Equiprobabilité sur un univers fini). Soit Q fini. Si les événements élémentaires sont

équiprobables, on définit
1

PUOD = i@

(w € Q).

Alors, pour tout A C Q,
_ Card(A)

"~ Card(Q)’
C’est le modele usuel pour un dé équilibré, une piece équilibrée ou un tirage uniforme parmi un nombre
fini de possibilités.

P(A)

Proposition 6.16 (Propriétés élémentaires d’une probabilité). Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
Alors :
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(1) siAy,...,A, sont deux a deux disjoints, alors

P (O Ai) = Zn: P(A;);
i-1 i=1

(i) P(A°) =1-P(A);

(iii) si A C B, alors P(A) < P(B);,

(iv) P(AUB) =P(A) +P(B) -P(AN B);
(v) plus généralement, pour Ay, ..., Ay,

P(A1U~--UA,,):Zn:(—1)k‘l Z P(A;, N+ NA);
k=1

1<ij<---<ix<n

(vi) pour toute suite (Ap)n>1,

P

U An) < D B(An):;

n>1 n>1
(vii) si A, T A, alors P(A,) TP(A);
(viii) si A, | A, alors P(A,) | P(A).
Démonstration. Ces propriétés sont les propriétés générales des mesures positives, appliquées au cas

ou P(Q) = 1. Par exemple, si A C B,alors B= AU (B\ A),douP(B) =P(A)+P(B\A) >P(A).La
formule d’inclusion-exclusion pour deux événements vient de la décomposition disjointe

AUB=(A\B)U(ANB)L(B\A).
Les propriétés de continuité croissante et décroissante sont celles déja obtenues pour les mesures. O

Remarque 6.17. Toute réunion dénombrable d’événements de probabilité nulle est encore de probabilité
nulle. De mé&me, toute intersection dénombrable d’événements de probabilité 1 est encore de probabilité
1. Cette observation justifie le vocabulaire “presque slirement”. On dit qu'une propriété est vraie
P-presque slirement si elle est vraie sur un événement de probabilité 1.

Lemme 6.18 (Borel-Cantelli, premiere partie). Soit (A,),>1 une suite d’événements. Si ),,~1 P(A,) <
+00, alors

P (lim sup An) =0.

n—oo

Autrement dit, presque siirement, seul un nombre fini des événements A,, se réalisent.

Démonstration. Pour tout N > 1,ona

limsup A,, = m U A, C U A,

n—eo N>1n>N n>N

Par sous-additivité,
P(U An) < > P(4y).
n>N n>N

Le membre de droite tend vers 0, puisque la série converge. En faisant tendre N vers I’infini, on obtient
le résultat. |
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6.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

La connaissance d’une information sur une expérience peut modifier la probabilité que I’on attribue
a un événement. Par exemple, dans un jeu de cartes, la probabilité que la deuxi¢me carte soit un as n’est
pas la méme selon que I’on sait que la premiere carte est un as ou non. Cette idée conduit a la notion de
probabilité conditionnelle.

Définition 6.19. Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et A, B € A avec P(B) > 0. La probabilité

conditionnelle de A sachant B est
P(A N B)

P(B)
Pour B fixé, I’application A — P(A | B) est une probabilité sur (Q, A).

P(A | B) =

Démonstration. OnaP(Q | B) = 1. Si (A,,) est une suite d’événements deux a deux disjoints, alors les
A, N B sont encore deux a deux disjoints, et

]P’(LnJA,,|B

P(Un.(AnNB)) < P(AnNB)
P(B) B Z P(B)

O

Proposition 6.20 (Conditionnements successifs). Si Ay, ..., A, sont des événements tels que P(A; N
-+ NA,_1) >0, alors

P(A;n---NA,) =P(ADP(A2 | A) - P(An | A1 NN Apoy).

Définition 6.21 (Partition). Une famille dénombrable (A;);c; d’événements forme une partition de Q
si A; # 0 pour tout i, si les A; sont deux a deux disjoints, et si | J;c; A; = Q.

Proposition 6.22 (Formule des probabilités totales). Si (A;);e; est une partition dénombrable de Q,
alors, pour tout événement B,

P(B) = Y P(BN A)).

i€l
Si de plus P(A;) > 0 pour tout i, alors
B(B) = ) P(B|A)P(A)).
iel

Exemple 6.23 (Deux cartes dans un jeu de 52). On tire deux cartes dans un jeu de 52 cartes. On veut
connaitre la probabilité que la deuxieme carte soit un as. Soit A; I’événement “la premiére carte est un
as” et A, I’événement “la deuxieme carte est un as”. La famille A, A] est une partition, donc

P(Az) = P(Az | ADP(A)) + P(A; | ADP(A]).

Or 3 4
P(A> | Ay) = — P(A;) = —
(A2 | Ay) 5T (Ay) =
o 4 48
P(A; | AS) = — P(AS) = —.
( 2| 1) 51, ( 1) 52
Ainsi

34 448 4 1
P(A)) = — — + — 2= 2 =
)= 5152 " 52" 13
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Proposition 6.24 (Formule de Bayes). Soit (A;);cy une partition dénombrable de Q telle que P(A;) > 0
pour tout i. Si B € A et P(B) > 0, alors

P(B | An)P(An)
Yicr P(B | ADP(A;)

Exemple 6.25 (Test médical). On considére une maladie M et un test 7', ou T désigne 1’événement “le
test est positif”’. Supposons que

P(An | B) =

P(M) = 0.01, P(T | M) =0.95, P(T | M©) =0.01.
La probabilité d’étre malade sachant que le test est positif est

P(T | M)P(M)

PIMIT) = B(T | M)P(M) + B(T | M)P(M¢)"

Numériquement,
0.95-0.01
PM|T) = ~(.49.
M1D) 0.95-0.01 +0.01-0.99
Meéme avec un test tres sensible, la faible fréquence de la maladie dans la population a donc un effet

important sur la probabilité a posteriori.

L’idée intuitive de I’indépendance est la suivante : deux événements A et B sont indépendants si
le fait de savoir que B se produit ne modifie pas la probabilité de A. Lorsque P(B) > 0, cela s’écrit
P(A | B) = P(A), ce qui équivaut a P(A N B) = P(A)P(B). Cette derniere formule a 1’avantage de
rester valable méme lorsque P(B) = 0.

Définition 6.26. Deux événements A et B sont indépendants si
P(A N B) =P(A)P(B).

Exemple 6.27. On lance un dé deux fois de suite. Soit A I’événement “le premier lancer donne
un nombre pair” et B I’événement “le second lancer donne un nombre pair”. L’univers naturel est
{1,...,6}%, muni de I’équiprobabilité. On a

P(A) = P(B) = % P(ANB) = % = %.

Donc A et B sont indépendants.

Proposition 6.28 (Passage au complémentaire). Si A et B sont indépendants, alors les paires A, B€,
A€, B et A, B¢ sont aussi indépendantes.

Démonstration. Par exemple,
P(ANB) =P(A) -P(ANB) =P(A) - P(A)P(B) = P(A)P(B°).
Les autres cas se démontrent de la méme facon. |

Remarque 6.29. 11 ne faut pas confondre indépendance et incompatibilité. Si A N B = 0 et si P(A) > 0,
P(B) > 0, alors P(A N B) = 0 tandis que P(A)P(B) > 0. Les événements ne sont donc pas indépendants.

Définition 6.30. Soient Ay, ..., A, des événements.
(i) 1ls sont deux a deux indépendants si A; et A; sont indépendants pour tous i # j.

(ii) Tls sont mutuellement indépendants si, pour tout J C {1,...,n},
P(ﬂ Aj) = [rap.
JjeJ jeJ

46



(iii) Une famille finie ou dénombrable (A;);c; est mutuellement indépendante si toute sous-famille finie
vérifie la propriété précédente.

Exemple 6.31 (Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle). On lance deux fois une piéce
équilibrée et ’on considere

A, ={PP,PF},  A,={PP,FP},  As;={PP FF}.

Chaque événement a probabilité 1/2, et chaque intersection deux a deux a probabilité 1/4. Les
événements sont donc deux a deux indépendants. En revanche,

P(A] NAN A3) = % *+ == P(A])P(Az)P(A3).

0| =—

Il n’y a donc pas indépendance mutuelle.

Proposition 6.32. Soit (A;);c; une famille finie ou dénombrable d’événements indépendants. Pour
chaque i, soit B; égal a A;, A{, O ou Q. Alors la famille (B;);c; est encore indépendante.

Lemme 6.33 (Borel-Cantelli, deuxiéme partie). Soit (A;),>1 une suite d’événements indépendants. Si

2ins1P(Ay) = +00, alors

n—oo

P(limsupA,,) =1.

Ainsi, sous indépendance, si la somme des probabilités diverge, alors presque siirement une infinité des
événements A,, se réalisent.

Démonstration. On montre que le complémentaire de la limite supérieure a probabilité nulle. Pour
N < M, par indépendance,

P(ﬁAft

n=N

M M
= l—[ (1-P(Ap)) <exp (— Z P(An)) .
n=N

n=N

Comme la série }, P(A,) diverge, le membre de droite tend vers O lorsque M — oo. Donc
P(N,>n As) = 0 pour tout N, et finalement

P(U M A;;):o.

N>1n>N
Or cet événement est le complémentaire de lim sup,, A,,. |
Définition 6.34. Des expériences aléatoires E1, . . ., E, sont indépendantes si, pour tout choix d’événe-
ments A; observables a I’issue de E;, les événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants. Une

suite d’expériences est indépendante si toute sous-famille finie 1’est.

Exemple 6.35 (Lancers infinis d’une piece). On jette indéfiniment, de fagcon indépendante et dans les
mémes conditions, une piece de monnaie. On note p €]0, 1[ la probabilité d’obtenir face a un lancer.
Pour n > 1, soit A,, I’événement “on obtient face au lancer numéro n”’. Les événements A, sont
indépendants et P(A,) = p. Comme ), P(A,) = +o0, la deuxieme partie du lemme de Borel-Cantelli
donne
P(A, se produit une infinité de fois) = 1.

Autrement dit, presque slirement, face apparait une infinité de fois.
Soit maintenant B,, I’événement “on obtient face a tous les lancers numéron,n+1,...,2n —1".
Alors B,, impose n succes consécutifs, donc

P(B,) = pn-
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La série ) ,, p" converge. La premiere partie du lemme de Borel-Cantelli donne donc
P(B,, se produit une infinité de fois) = 0.

Ainsi, presque slirement, il n’y a qu’un nombre fini de blocs de la forme n,n + 1, ...,2n — 1 enticrement
constitués de faces.
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Chapitre 7

Variables aléatoires réelles

Apres avoir réalisé une expérience aléatoire, on ne s’intéresse souvent pas au résultat complet
w € Q, mais seulement a une quantité numérique qui dépend de ce résultat : le nombre de succes, le
plus grand résultat obtenu, une durée de vie, un temps d’attente, etc. Cette idée conduit a la notion
de variable aléatoire. Formellement, une variable aléatoire est une application mesurable définie sur
I’espace probabilisé.

7.1 Variables aléatoires réelles

Définition 7.1. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire réelle est une application
mesurable
X: (QA) — (E,B),

ou E C R est I’ensemble des valeurs possibles de X, muni d’une tribu B, le plus souvent la tribu
borélienne induite par 8(R). La condition de mesurabilité signifie que, pour tout B € B,

X 'B)={weQ: X(w) e B} € A.
On note souvent cet événement {X € B}. Par exemple, {X € [a,b]} = X~ '([a, b]).

La mesurabilité est ce qui permet d’attribuer une probabilité aux événements formulés en termes de
X. Sans elle, I’expression P(X € B) n’aurait pas toujours de sens.

Exemple 7.2. On jette deux dés distincts. L'univers naturel est
Q={(,j):1<i,j<6},
muni de I’équiprobabilité.
(1) Sil’on s’intéresse a la somme des points, on définit
X, j)=1i+].

Alors X prend ses valeurs dans {2, 3, ..., 12}.

(2) Sil’on s’intéresse au plus grand des deux chiffres obtenus, on définit
Y (i, j) = max(i, j).
Alors Y prend ses valeurs dans {1,2,...,6}.

Exemple 7.3. On observe deux micro-processeurs et I’on s’intéresse a la durée de vie du premier
qui tombe en panne. Si w; et w, désignent les durées de vie des deux composants, on peut prendre
Q =R} xR} et définir

T(wl, a)z) = min(wl, a)z).

La variable T est a valeurs dans R} et représente le premier temps de panne.
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7.2 Loi d’une variable aléatoire réelle

Définition 7.4. Soit X : (Q, A,P) — (E, B) une variable aléatoire. La loi de X, notée Px ou Py, est
la probabilité sur (E, 8) définie par

Px(B) =P(X~'(B)) = P(X € B), B e 8.
On dit que Px est la loi image de P par X.

Cette définition est exactement la notion de mesure image introduite dans la partie d’intégration :
Px = X.P.

Elle permet de transporter la probabilité de I’espace abstrait Q vers I’espace concret des valeurs prises
par X.

Exemple 7.5. Si Q est une population de cinq individus, dont trois ont les yeux noirs et deux les yeux
bleus, et si X désigne la couleur des yeux, a valeurs dans E = {noir, bleu}, alors

Px ({noir}) = P(X = noir) = %, Px({bleu}) = %

Remarque 7.6. Toute probabilité Q sur (R, B(R)) est la loi d’une variable aléatoire réelle. Il suffit de
prendre (Q, A,P) = (R, B(R), Q) et X(w) = w. Alors Px = Q.

Remarque 7.7. Laloi de X ne détermine pas la variable aléatoire X elle-méme. Elle ne retient que la
répartition probabiliste des valeurs prises par X, et non la maniére dont ces valeurs sont attachées aux
résultats w € Q.

7.2.1 Variables aléatoires discretes

Définition 7.8. Une variable aléatoire X, a valeurs dans un ensemble E C R, est dite discréte si elle ne
prend qu'un nombre fini ou dénombrable de valeurs. On écrit alors

X(Q) ={xy : k € K}, K cN.
Pour chaque valeur xg, ’ensemble
Ar={weQ: X(w) =x} = X' ({x})
est un événement. La loi de X est entierement déterminée par les nombres
pr = P(X = xg), k€K,

qui vérifient px > 0 et Xz cx Pk = 1. On a alors

Px = ) Pidx.

keK

Exemple 7.9 (Somme de deux dés). Pour la somme X de deux dés distincts, on obtient

k |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X=K) |5 3 3 3% 3% % 3% 3 36 3% 36

La loi est triangulaire : les sommes centrales sont plus probables que les sommes extrémes.
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Exemple 7.10 (Maximum de deux dés). Pour le maximum Y de deux dés distincts, on obtient

k|1 2 3 4 5 6
_ 1 3 5 7 9 11
POY=K) |5 3 3 3% 3 %

En effet, P(Y < k) = k2/36, donc P(Y = k) = k2/36 — (k — 1)2/36 = (2k — 1)/36.

Remarque 7.11 (Méme loi, variables différentes). On lance deux dés, I’un bleu et I’autre rouge. Soit X
le résultat du dé bleu et Y celui du dé rouge. Alors X et ¥ ont la méme loi uniforme sur {1,. .., 6}, mais
ce ne sont pas les mémes variables. En effet, I’événement {X = Y} est I’événement “obtenir un double”,

et
6

36 6
Ainsi X et Y ont méme loi, mais ne sont pas égales presque stirement.

P(X =Y) = P(thY):g.

Exemple 7.12 (Lois discretes usuelles).
(1) Loi uniforme finie. Si E = {x1,...,x,} et P(X = x;) = 1/n, on écrit

X ~U{x1,...,xn}).

(2) Loi de Bernoulli. Si A est un événement de probabilité p, alors X = 14 suit une loi de Bernoulli de
parametre p, notée B(p), et

P(X=1)=p, P(X=0)=1-p.

(3) Loi binomiale. On répete n fois, de fagcon indépendante, une expérience qui donne un succes avec
probabilité p et un échec avec probabilité 1 — p. Si N est le nombre de succes, alors

n

P(N=k)=(k

)pk(l—p)”_k, k=0,...,n.

On écrit N ~ B(n, p).
(4) Loi géométrique. On répéte des expériences indépendantes, avec succes de probabilité p > 0,
jusqu’au premier succes. Si N est le rang du premier succes, alors
P(N = k) =(1-p)p, k>1.
On écrit N ~ G(p).

(5) Loi de Poisson. Pour A > 0, on dit que X ~ P (1) si X est a valeurs dans N et

k

1
P(X =k) = e_’lp, k € N.

Cette loi apparait comme limite de lois binomiales : si X,, ~ B(n, p,), avec p, — Oetnp, — A,

alors, pour tout k € N,
k

Pl
P(X, = k) — e—ﬂF

7.2.2 Variables aléatoires continues

Définition 7.13. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue, ou que sa loi Py est absolument continue par rapport a A, s’il existe une fonction
mesurable positive fx : R — R, d’intégrale égale a 1, telle que, pour tout A € B(R),
P(4) =P (X € ) = [ fe() da)
A

On écrit alors Py < A.
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Remarque 7.14. Si X admet une densité, alors, pour tout a € R,
P(X=a)= / fx(x)dA(x) = 0.
{a}

Par conséquent,
Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

Les extrémités d’un intervalle n’ont aucune influence pour une loi a densité.
Remarque 7.15. Une densité n’est pas définie de maniere unique point par point. Si f et g sont deux
densités de la méme loi, alors f = g A-presque partout. On note la classe d’équivalence des densités
dPx
i’
Exemple 7.16 (Lois a densité usuelles).

(1) Loi uniforme sur [a, b]. Sa densité est
1
fx(x) = ml[a,b](x)-

(2) Loi uniforme sur un borélien. Si B € B(R) vérifie 0 < A(B) < +0c0, la loi uniforme sur B a pour

densité |

A(B)

fx(x) = 15(x).

(3) Loi exponentielle. Pour 1 > 0, X ~ E(A) si
Fx(x) = 26" 1150

Elle sert notamment 2 modéliser des durées de vie ou des temps d’attente.

(4) Loi normale. Pourm € Ret 02 > 0, X ~ N(m, 0?) si

1 (x —m)?
fx(x) = gy exp (— 3 ) )

(5) Loi du chi-deux. Pour n > 1, X ~ y*(n) si

(1/2)"?

n/2-1 —x/21
F(n/Z) X e {X>O}’

fx(x) =

ol, pour a > 0,

+0o0
I'(a) = / x4 e dx.
0

7.2.3 Fonction de répartition

Définition 7.17. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X est la fonction Fx : R —
[0, 1] définie par
Fx(x) =P(X <x) = Px(] - c0,x]).

Propriété 7.18 (Propriétés d’une fonction de répartition). La fonction Fx vérifie les propriétés suivantes.

(a) Elle caractérise la loi de X.

(b) Elle est croissante, continue a droite, et admet une limite a gauche en tout point.
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(¢) limy—_o Fx(x) = 0etlimy_, 0 Fx(x) = 1.

(d) Pour tout x € R,

P(X =x) = Fx(x) — Fx(x7), Fx(x™) = llTIl’lFx(t)

(e) L'ensemble des points de discontinuité de Fx est au plus dénombrable.

Démonstration. Le point (a) vient du théoréme d’unicité des mesures : la classe {] —oo, x] : x € R}U{R}
est stable par intersections finies et engendre 8(R). Les points (b) et (c) découlent de la croissance de
la famille d’événements {X < x} et des propriétés de continuité des mesures. Pour (d), on écrit

{X=x}=ﬂ{x—%<XSx}

n>1

et I’on utilise la continuité a droite des mesures sur la suite décroissante correspondante. Enfin, si D est
I’ensemble des discontinuités et si

D, = {x eR: Fx(x) - Fx(x™) > %}’

alors D c |J,, D,,. Comme F est croissante et a valeurs dans [0, 1], I’ensemble D,, contient au plus n
points. Ainsi D est dénombrable. O

Si X est discrete et prend ses valeurs dans x| < xp < - -+, alors Fx est une fonction en escaliers. Plus
précisément, pour xx < X < Xg41,

Fx(x) = Y B(X = x)).

i<k

Exemple 7.19. Pour le maximum Y de deux dés, on a

k|1 2 3 4 5 6
_ I 3 5 7 9 11
FIEEE BT .
Fy(k) | 3% 3 3% 3 3 |

Si X admet une densité fx, alors

Fx(x) = / " ) dr.

La fonction Fy est continue, et en tout point ol fx est continue, F est dérivable et F§ (x) = fx(x). Par
exemple, si X ~ &(A), alors
Fx(x) = (1 - e ™) 140

Remarque 7.20. On dit qu’une probabilité est diffuse si elle ne charge aucun point. Une loi a densité est
diffuse, mais la réciproque est fausse. 1l existe des lois diffuses singulieres, c¢’est-a-dire portées par un
ensemble de mesure de Lebesgue nulle. De plus, une fonction de répartition peut étre presque partout
dérivable sans que la loi soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue : une loi de
Bernoulli donne déja une fonction de répartition dérivable presque partout avec dérivée nulle presque
partout.

La fonction de répartition est 1’outil privilégié€ pour calculer la loi d’une variable de la forme
Y = h(X).
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Exemple 7.21. Soit X ~ N(0, 1) et soitY = X2. Pour y < 0, Fy(y) = 0. Pour y > 0,

Fy(y) =P(—y £ X <+fy) = Fx(\y) — Fx(=/y) = 2Fx(\/y) - 1.

En dérivant, on obtient, pour y > 0,

- LL -y/2
fr(y) \/y\/ﬂe :

Ainsi Y ~ y*(1).

Proposition 7.22 (Changement de variable). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un intervalle
I, admettant une densité fx. Soit Y = h(X), ou h : I — J est dérivable et bijective. Alors Y admet une
densité donnée, aux points y € J tels que h'(h™'(y)) # 0, par

fr(y) = fx(h(y)).

1
| (h=1 ()|
Démonstration. Si h est croissante, alors
Fy(y) =P(h(X) <y) =P(X <h™'(y)) = Fx(h™'(y)).
En dérivant, on obtient

1

—fx(n! .
w(h-1(y)) Jx(h™(y))

fr) = fx(h N () =
Si & est décroissante, alors

Fy(y) =P(X > h7'(y)) = 1 = Fx(h"'(y)),
et la dérivation donne la méme formule avec une valeur absolue. O

Exemple 7.23. Si X ~ N(0,1),m e R,0 > 0,etY = 0 X + m, alors

y—m).

fr(y) = lfx(
ag

Fy(y) = Fx (y —m),

Ainsi Y ~ N(m, o?).

7.2.4 Moments des variables aléatoires réelles

L'espérance mathématique se comprend comme le barycentre de la loi de la variable aléatoire. Si X
est étagée, par exemple X = fo: 1 Xila,, ot les A; sont disjoints et x; € R, on pose

k

E(X) = inIP(A,-).

i=1

Définition 7.24. Si X est une variable aléatoire positive, on définit
E(X) = / X (w) dP(w) = sup{E(Y) : Y étagée positive, 0 <Y < X}.
Q

Si X est de signe quelconque, on dit qu’elle est intégrable si E(X™*) < +co et E(X ™) < +o0, et I’on pose
E(X) =E(X*) —E(X").

On a X intégrable si et seulement si | X| est intégrable.
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Les résultats fondamentaux de I’intégration se traduisent immédiatement en probabilités.

Théoréme 7.25 (Convergence monotone). Si (X;),>1 est une suite de variables aléatoires positives
telle que X,, T X presque siirement, alors

E(Xn) TE(X).
Lemme 7.26 (Fatou). Si (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires positives, alors
E (lim inf xn) < liminf E(X,,).
n—oo n—oo

Théoreme 7.27 (Convergence dominée). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires. On suppose
que X,, — X presque siirement et qu’il existe une variable aléatoire positive Y telle que E(Y) < +o0 et
| X| <Y presque siirement pour tout n. Alors X,, et X sont intégrables, et

E(|X, - X|) — 0, E(X,) — E(X).

Théoreme 7.28 (Théoreme de transfert). Soit X une variable aléatoire réelle et soit g . (R, B(R)) —
(R, B(R)) une fonction mesurable. Alors g(X) € L' (P) si et seulement si g € L'(Px), et, dans ce cas,

E(g(X)) = /Q ¢(X(w)) dP(w) = /R ¢(x) dPx (x).

Démonstration. On commence par g = 1g, avec B € B(R). Alors

E(15(X)) = B(X € B) = Px(B) = /R 15(x) dBx (x).

Par linéarité, le résultat vaut pour les fonctions étagées positives. On 1’étend ensuite aux fonctions
mesurables positives par le lemme d’approximation et le théoréme de convergence monotone, puis aux
fonctions intégrables par séparation des parties positive et négative. O

Exemple 7.29 (Calculs d’espérance).

(1) Si X est discrete a valeurs dans {a; : i > 0} et si p; = P(X = a;), alors, lorsque la somme a un
sens,

B(X) = ) aipi.

i>0

(2) Si X admet une densité f, alors, lorsque fR |x| f(x) dx < +co,
E(X) = /xf(x) dx.
R

(3) Si X ~U([a,b]),alors E(X) = (a + b)/2.
4) SiX ~ &(Q),alors E(X) = 1/A.
Remarque 7.30. Deux variables de méme loi ont la méme espérance lorsqu’elle existe, mais la réciproque

est fausse. Par exemple, une variable uniforme sur {—1, 1} et une variable uniforme sur {-2, 0, 2} ont
toutes deux espérance 0, mais des lois différentes.

Remarque 7.31. Certaines lois n’ont pas d’espérance. Par exemple, si P(X = k) = c¢/k? sur N*, avec

¢ = 6/n%, alors
1
E(X) =y k- =cZz = oo,
k>1 k k>1

La loi de Cauchy, de densité x — 1/(x(1 + x?)), est un autre exemple classique de loi sans espérance.
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Proposition 7.32 (Propriétés des moments). Soit p > 1. On note LP = LP(Q, A, P) 'espace des
variables aléatoires de puissance p-iéme intégrable, modulo égalité presque siire. Alors :

(1) siXelPetl<g<p,alorsX e€Lq;
(i) X € L? si et seulement si, pour touta € R, X —a € LP;

(ili) X € L? si et seulement si X € L' et X —E(X) € L.

Si X € L?, on définit la variance par
Var(X) = E ((x - E(X))z) .

Ona
Var(X) = E(X?) - E(X)?, Var(aX + b) = a* Var(X).

De plus, E(X) est la meilleure approximation de X par une constante au sens quadratique :
minB((X - a)®) = E((X - E(X))?).
ac

Proposition 7.33 (Inégalités et propriétés supplémentaires des moments). Soient les variables aléatoires
considérées définies sur le méme espace probabilisé. On a les propriétés suivantes.

(i) Holder. Si p,q € [1,+0co] vérifient 1/p+1/g=1,si X € L? etY € L9, alors XY € L' et
IXYIl < 1XI, 1Yl -

Lorsque p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy—Schwarz.

(ii) Minkowski. Si p € [1,+c0], X € LP etY € LP, alors X +Y € LP et

IX + Y, < [IXIl, + 1Y, .

(iii) Pour tout p € [1,+oo], LP, |||, est un espace de Banach.

(iv) Markov. Soit X une variable aléatoire réelle et soit h une fonction mesurable positive croissante.
Alors, pour tout a € R tel que h(a) > 0,

E(h(X))
P(X>a) < ———=.
(Xza)s< h(a)
(v) Chebyshev. Si X € L2, alors, pour tout x > 0,
Var(X)

P(|X —E(X)| > x) <

x2
(vi) Jensen. Si X € L', si f est convexe et si f(X) € LY, alors
E(f(X)) = f(E(X)).

(vii) Si X est positive, alors
+00 +00
E(X) = / P(X >1)dt = / P(X >1)dt,
0 0

avec égalité dans R,. Si X est positive et intégrable, alors

xP(X>x) —0 lorsque x — +c0.
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Démonstration. Les inégalités de Holder et de Minkowski sont celles du cours d’intégration, appliquées
a I’espace mesuré (L, A, P). L'inégalité de Markov vient de I'inégalité ponctuelle 2(X) > h(a)l{x>aq)-
L’inégalité de Chebyshev s’obtient en appliquant Markov 2 la variable positive (X — E(X))? avec
h(t) = 1. Pour Jensen, par convexité, en a = E(X), il existe A, € R tel que f(x) > f(a) + Ao (x — a).
En prenant x = X (w) et en intégrant, on obtient le résultat.

La formule des couches s’obtient en écrivant X = f0+oo 1,x> dt et en appliquant Fubini—Tonelli.
Enfin, si X € L', alors x1ix>x} < X1(x>), et la convergence dominée appliquée a X1(x> ) donne la
limite annoncée. |

Remarque 7.34. L'inégalité de Jensen permet de retrouver I’inclusion L” C L9 sur un espace probabilisé
lorsque 1 < g < p. En prenant Z = |Y|? et f(x) = xP/4, on obtient

(E(IY|9))"'7 <E(Y|P).

7.3 Méthode de la fonction muette

La méthode de la fonction muette consiste a identifier une loi en testant I’intégrale contre une classe
suffisamment riche de fonctions. On note H 1’une des classes suivantes : fonctions mesurables positives,
fonctions continues bornées, ou fonctions continues a support compact.

Proposition 7.35 (Identification d’une loi par fonctions tests). Soit X une variable aléatoire réelle et
soit u une probabilité sur (R, B(R)). Si, pour toute fonction h € H,

E(h(X)) = /R h(x) du(x),

alors u est la loi de X. Réciproquement, si u = Px, cette égalité est le théoréme de transfert.

Démonstration. Pour les fonctions indicatrices 4 = 14, avec A € B(R), I’égalité donne Px (A) = u(A).
Sil’on ne teste que contre des fonctions continues, on approche les indicatrices d’intervalles fermés [a, b]
par une suite décroissante de fonctions continues bornées (%,,) telle que 4, | 1{,5]. Par convergence
monotone appliquée a h; — h,, on obtient P(X € [a, b]) = u([a, b]). La classe des intervalles fermés
engendre la tribu borélienne et le théoréme d’unicité des mesures finies conclut. m|

Exemple 7.36 (Loi de X?). Soit X une variable aléatoire de densité f sur R, et soit ¥ = X2. Pour toute
fonction mesurable positive 4,

E(h(Y)) = /R B2 f(x) d.

On sépare les parties positive et négative, puis on effectue le changement de variable y = x? :

[ D)+ FD)
J R A

Ainsi Y admet la densité
FY) + f(=)
= Ly>oy-
24y

g(y)
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Chapitre 8

Vecteurs aléatoires

8.1 Introduction

Lorsque plusieurs variables aléatoires interviennent dans une méme expérience, la probabilité d’un
événement dépend souvent de leurs valeurs prises ensemble. On étudie donc la loi du vecteur complet,
et non seulement les lois de chacune de ses composantes.

Exemple 8.1 (Tirage simultané dans une urne). Une urne contient 7 boules : 2 bleues, 3 blanches et 2
rouges. On préleve 3 boules d’un coup. On note X le nombre de boules bleues et Y le nombre de boules
blanches. Le nombre de rouges est 3 — X — Y. Pouri € {0,1,2} et j € {0, 1,2, 3},

() 6) (i)
G)

’

P(X=i,Y =)=

avec la convention (’,:) =0si k <0ouk > n. On obtient

i\j| O 1 2 3
0| 0 3/35 6/35 1/35
1 |2/35 12/35 6/35 0
2 |2/35 3/35 0 0

DouP(X>Y)=1/5P(X=Y)=12/35etP(2rouges) =P(X+Y =1) = 1/7.

8.2 Généralités

Définition 8.2. Un vecteur aléatoire 2 valeurs dans R? est une application mesurable
X=(X,.... Xa) : (@A) — R), BRY),

Proposition 8.3 (Loi d’un vecteur aléatoire). Si X est un vecteur aléatoire et si P est une probabilité
sur (R, A), alors
Px(B) = P(X € B), B € B(RY),

définit une probabilité sur (R¢, B(RY)), appelée loi de X.

Proposition 8.4 (Lois marginales). Si X = (X1, ..., X4) est un vecteur aléatoire, chaque composante
X; est une variable aléatoire réelle. Sa loi, appelée 101 marginale, est donnée par

PX{(Bi) = P(Xl € Bl) = P(X c Ri_l % Bi % Rd_i),

Démonstration. La composante X; s’écrit X; = m; o X, ol &r; est la projection canonique. Comme 7; est
continue, elle est borélienne. L’ identité sur les lois vient de {X; € B;} = {X e R""! x B; x R¢71}. O
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Exemple 8.5 (Des marginales ne déterminent pas la loi jointe). Soit X = (Xi, X») uniforme sur [0, 1]%.
Ses deux marginales sont uniformes sur [0, 1]. Si ¥} est uniforme sur [0, 1],Y, =Y  etY = (Y1, Y>), alors
Y ales mémes marginales que X. Pourtant, pour la diagonale A = {(s,7) : s =t},onaP(Y € A) = 1
alors que P(X € A) = 0.

Définition 8.6 (Fonction de répartition). La fonction de répartition d’un vecteur X = (X1, ..., Xg) est
Fx(xi,...,xq) =P(X; <x1,...,Xq <x4).
Elle caractérise la loi, car les pavés [];] — o, x;] engendrent B(R?).

Définition 8.7. Une probabilité sur R est discréte si elle est portée par un ensemble au plus dénombrable.
Elle est absolument continue par rapport a 14 8’il existe f € L1 (1) telle que

p(B):/Bf(xl,...,xd)d/ld(xl,...,xd).

On écrit alors u = fAy4.

Théoréme 8.8. Si une probabilité sur R¢ admet une densité f, alors la dérivée mixte d4F |dx1 - - - xq
existe A4-p.p. et coincide avec f p.p. La réciproque est fausse sans hypothéses de régularité supplémen-
taires.

Théoreme 8.9 (Densité d’une marginale). Si X = (Xy,...,Xy) admet une densité fx, alors, pour
p < d, levecteur (X, ..., X,) admet pour densité

f(X1 ..... Xp)(XI,...,.Xp) = ,/Rd fX(xb'--’xd) dxp+l "‘dXd.
-r

Démonstration. Pour tout borélien B € B(R?), Fubini donne
P((Xl’---axp)EB)Z/ fX(Xl,...,Xd)Xm’-'dxd
BxR4-P

:/( ; fX(x19"'a-xd)d-xp+]"'d-xd)dx]“'dxp.
B Rd-p

O

Exemple 8.10 (Loi multinomiale). On considére N objets de d types, avec n; objets du type i et
np +---+ng = N.On tire avec remise k objets. Si X; est le nombre d’objets de type i tirés, alors

k! ny\Xi ng\xd .
P(X = (x1,...,xq)) =4 x1!--xg! \N N
0, sinon.

Pour d = 2, on retrouve une loi binomiale marginale.

Exemple 8.11 (Loi uniforme sur un domaine). Si D € B(R?) vérifie 0 < 14(D) < +00, la loi uniforme
sur D admet la densité fx = A4(D)""1p. Pour le disque unité de RZ,

1 2
fxi(x1) = ;/Rl{x,zﬂgq}dm =~ =x 1t
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8.3 Identification de la loi d’un vecteur aléatoire

Soit H, la classe des fonctions mesurables positives, ou continues bornées, ou continues a support
compact sur R<.

Proposition 8.12. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. Une probabilité u sur (R, B(RY))
est la loi de X si et seulement si, pour toute fonction h € Hy,

EMWD=AﬁM@M)

Proposition 8.13 (Densité d’un vecteur image). Soit X de densité fx. On suppose que P(X € D) =1,
oi D est un ouvert de R?, et que g : D — D’ = g(D) est un C'-difféomorphisme. Alors Y = g(X)
admet la densité

Fr) = fx@ ') [ )| 10 ().

Démonstration. Pour toute fonction mesurable positive %, on écrit

mmm=£mmm&mw.

Le changement de variable y = g(x) donne I’expression voulue, puis on identifie la loi par la méthode
de la fonction muette. o
Exemple 8.14 (Produit et quotient). Soit (X,Y) de densité

11
2+x y?

Pour U = XY etV =X/Y,onax =+uv,y=+u/vet |Jg_1 (u, v)| = 1/(2v). L'image du domaine est

fxy(x,y) = 110,11 ()11, 400[ ().

D' ={(u,v) eR*:0<v<u<l1/v,0<v<1},

et donc
11 1
fU,V(”, V) = melp/(u, V).

Exemple 8.15 (Rapport de deux gaussiennes). Si (X, X>) a pour densité (2n)‘1e_(xlz+x% )12 alors
Y1 = X1/ X, a pour densité

1 2 2 1
— ey /2 g -
AN /RIZI i Sy B

C’est la loi de Cauchy standard.

8.4 Intégration des vecteurs aléatoires et moments

8.4.1 Espérance

Définition 8.16. Un vecteur aléatoire X = (X1,..., X4) est intégrable si || X|| est intégrable, pour une
norme quelconque sur R?. Dans ce cas,

E(X) = (B(X1),...,E(Xq)).

Remarque 8.17. Toutes les normes étant équivalentes sur R?, le choix de la norme n’a pas d’importance.
De plus, X est intégrable si et seulement si chaque composante X; appartient a L'
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8.4.2 Matrice de covariance

Définition 8.18. Si X et Y sont deux variables réelles de carré intégrable, leur covariance est
Cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))).

Si Z = (X,Y)’, sa matrice de covariance est

[ Var(X) Cov(X,Y)
Z7\Cov(X,Y) Var(y) |

Pour X = (Xi,...,Xy), onpose Cx = (Cov(X;, X;));,;-

Proposition 8.19. On a Cov(X,Y) = Cov(Y, X), Cov(X, X) = Var(X),
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y),

ainsi que Cov(X + a,Y + b) = Cov(X,Y) et Cov(aX, bY) = ab Cov(X,Y).

Remarque 8.20. La matrice Cx est semi-définie positive, car
2
> 0.

i=1

d
o'Cxa =E (Z a; (X; — E(X;))

8.4.3 Coefficient de corrélation linéaire

Définition 8.21. Si X et Y sont de carré intégrable et de variance non nulle, leur coefficient de corrélation

linéaire est
Cov(X,Y)

0x0y

p(X.,Y) =

Proposition 8.22. On a |p(X,Y)| < 1. De plus, |p(X,Y)| = 1 si et seulement s’il existe a, b, c, avec
ab # 0, tels que aX + bY + ¢ =0 p.s.

Démonstration. Le premier point est Cauchy—Schwarz. Pour le second, on centre et réduit X et Y. Si
p=p(X,Y),alors E(Y — pX)? = 1 — p?, d’ou le critere. O

Proposition 8.23. Si X1, ..., X,, sont de carré intégrable, alors

n
S
i=1

Remarque 8.24 (Interprétation hilbertienne). Dans L2, muni de (X,Y) = E(XY), on a

Var

= i Var(X;) + 2 Z Cov(X;, X])
i=1

1<i<j<n

Cov(X,Y) = (X - E(X),Y — E(Y)).

Donc la covariance nulle signifie orthogonalité des parties centrées; |p| = 1 signifie colinéarité. Le
coeflicient p ne détecte pas les relations non linéaires.

8.5 Vecteurs aléatoires indépendants

Définition 8.25. Des vecteurs aléatoires X, . . ., X,,, & valeurs dans R4, ..., R%  sont indépendants si,
pour tous boréliens A; € B(R%),

n
P(X) € Ap,..., Xy € Ay) = HP(Xi €A).
i=1

Equivalemment,
Pix,,..x,) =Px, ® - ®Px,.

n n
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Remarque 8.26. L’indépendance des variables aléatoires équivaut a I’indépendance des tribus engendrées
o (X;). Plus généralement, des sous-tribus ¥; sont indépendantes si I’intersection d’un événement choisi
dans chacune d’elles a pour probabilité le produit des probabilités.

Proposition 8.27 (Hérédité par blocs). Soient X1, ..., X, indépendantes. Découpons {1, ...,n} en
blocs disjoints Ey, ..., Ep. SiY; = (Xi)kek; et Zj = hj(Y;), avec h; borélienne, alors Z\, ..., Zn
sont indépendants.

Démonstration. La tribu o(Z;) est incluse dans o (Y}), et les tribus associées aux blocs disjoints sont
indépendantes. O

Définition 8.28 (Suite infinie indépendante). Une suite (X;);en est indépendante si toute sous-famille
finie est indépendante : pour tout ensemble fini non vide K C N,

P ﬂ{Xl EBi} = nP(Xl GBi).
ieK ieK
Théoreme 8.29 (Criteres d’indépendance). Soient X1, ..., X, des variables aléatoires réelles.

(1) Elles sont indépendantes si et seulement si

Px,,...x,) =Px, ® - ®Px,.

(i) Si X = (Xy,...,X,) est discret, alors les composantes sont indépendantes si et seulement si, pour
tout (x1,...,x,) € X(Q),

n
P(Xi=x1,..., X, =x,) = HP(Xi =x;).
i=1

(ii1) Si X admet une densité fx, alors les composantes sont indépendantes si et seulement s’il existe des
fonctions mesurables positives fi, ..., fn telles que

fX(xl’ N 7xn) = fl (xl) T fn(xn) An-p.p.

Dans ce cas, chaque marginale admet une densité proportionnelle au facteur correspondant.

Démonstration. Le premier point résulte du théoréme d’unicité des mesures finies, appliqué a la classe
des pavés | — 00, x1] X - -+ X] — 00, x,], qui engendre B(R") et qui est stable par intersections finies.

Supposons maintenant X discret. Si les composantes sont indépendantes, il suffit de prendre les
singletons {x;} dans la définition de I’indépendance pour obtenir la formule annoncée. Réciproquement,
soit B = By X- - - X B, un pavé borélien. Posons E = X|(Q) X-- - X X, (Q)etC=ENB=C;X---XCp,
ou C; = X;(Q) N B;. Comme E contient X (Q), et comme les points de E \ X () ont probabilité nulle
pour X, on obtient

Px(B)= > PB(Xi=x1,...,X, =x)
(X15eees xp)€C
n n
= Z P(X; =x;) = l_[ Z P(X; = x;)
(x1 ..... xn)EC i=1 i=1 X,‘EC,‘

n
=[ [»(xi € B).
i=1

Par unicité, cela donne I’'indépendance.
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Supposons enfin que la densité de X soit de la forme f; ® - - - ® f,, avec des fonctions mesurables
positives. La densité de la marginale X; est alors

fx: (1) = /nl Sr(xr) - ficr (i) fi () fivt (1) -+ - fu(xn) dxy -+ - dxi—dxigy - - - dxy,

qui est de la forme c; f;(t), avec ¢; > 0. Pour un pavé B = B] X - - - X B, Fubini—Tonelli donne

PX(B):‘/B]Cl@"'@fnd/ln:ﬁ'/B; fida.
i=1 ¥ Bi

En prenant B; = R, on voit que les constantes de normalisation se compensent et 1’on retrouve le
produit des marginales. Réciproquement, si les X; sont indépendantes, la loi jointe est le produit des
lois marginales ; si celles-ci ont pour densités fY,, alors la densité jointe est fx, ® - -+ ® fx,,. O

Exemple 8.30. Soit X = (X1, X») un vecteur aléatoire de densité

_ 1 1 )
C2r)Y2 (1 + s2)(tet) /2 10,+00[ (1)

f(s.1)

Cette densité se factorise en un produit d’une fonction de s et d’une fonction de ¢. Les variables X et
X, sont donc indépendantes.

Proposition 8.31 (Criteére fonctionnel d’indépendance). Les vecteurs aléatoires X1, . . ., X,, a valeurs
dans R, ... R sont indépendants si et seulement si, pour toutes fonctions mesurables positives

hi :R% SR, ona
n
[ [rx0
i=1

Démonstration. Si les vecteurs sont indépendants, alors la loi jointe est le produit des lois marginales,
et Fubini—Tonelli donne

E = [ B x).
i=1

n n
E ]_[ hi(Xi) = / l_l hl-(x,-) d(le ®:---Q Pxn)(xl, ... ,xn)
i=1 i=1
n n
= I_I/ hi(x;) dPx;, (x;) = HE(hi(Xi))-
i=1 i=1
Réciproquement, il suffit de prendre /; = 14, pour retrouver la définition de I’indépendance. O
Corollaire 8.32. Si X1, ..., X, sont indépendantes et intégrables, alors

n

[Tx

i=1

E

n
= 1_[ E(X:),

i=1
a condition que le produit soit intégrable. En particulier, pour deux variables indépendantes intégrables,
E(XY) = E(X)E(Y).

Remarque 8.33. Laréciproque est fausse : ’égalité E(XY) = E(X)E(Y) n’implique pas 1’indépendance.
Par exemple, si X ~ U([-1,1]) etY = X2, alors E(X) = 0 et donc E(XY) = E(X?) = 0 = E(X)E(Y),
mais Y est entierement déterminée par X.
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8.6 Fonction caractéristique

Définition 8.34. Soit 4 une mesure finie sur (R4, 8(R%)). On appelle transformée de Fourier de y la
fonction 1 : R¢ — C définie par

u(t) = / e"5X) du(x), t € RY.
R4
Si u = Py, on écrit
px(t) = B (/X))
et I’on appelle ¢x la fonction caractéristique de X.

La transformée de Fourier d’une mesure finie est bornée et continue. En effet,

—~ d —~
()] < u(R) = u(0),
et la continuité découle du théoréme de continuité sous le signe intégrale.

Théoreme 8.35 (Unicité). Si deux mesures finies sur (R¢, B(R4)) ont la méme transformée de Fourier,
alors elles sont égales. En particulier, la fonction caractéristique caractérise la loi d’'un vecteur
aléatoire.

Proposition 8.36 (Moments et dérivées de la fonction caractéristique). Soit X = (X1,...,Xq) un
vecteur aléatoire de RE.

(1) Si X est intégrable, alors ¢x admet des dérivées partielles d’ordre un continues et

B(X) = 22X ), 1<j<d
: al‘j

(ii) Si X est de carré intégrable, alors ¢x admet des dérivées partielles d’ordre deux continues et

E(X; X)) = - 0), 1<jk<d

Démonstration. C’est une application directe du théoréme de dérivation sous le signe intégrale. Par
exemple,

9 X Zix i),
6lj I
et la domination est fournie par |X j| lorsque X; est intégrable. m|

Si X est de carré intégrable, le développement de Taylor de ¢x au voisinage de zéro s’écrit, pour
ueRq,

1
ex(u) =1+, BE(X)) - Su E(XX")u' +o([lull?).
Exemple 8.37. Si X ~ P (1), alors

ox(t) = exp(A(e - 1)).
Si X ~ N(0,1), alors ¢x(t) = e~*/2 En effet,

1 .
#x(f) = \2rn /Rixe_xzme”x dx = —tpx(1),
JT

apres intégration par parties. Comme ¢x(0) = 1, on obtient bien ¢x(¢) = e~*12, Plus généralement, si
X ~ N(m, 0'2), alors

- 2,2
<PX(I) = pltMm =0t /2.

64



Théoreme 8.38 (Critere d’indépendance par fonctions caractéristiques). Les variables aléatoires réelles
X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si

n
e (ot = [ [exc ), (t, 1) € R
k=1

Autrement dit,

n
E (eiZZ:1 thk) = 1_[ E(eit"xk).
k=1

Démonstration. Si les variables sont indépendantes, on applique le critére fonctionnel avec Ay (x) =
!> puis on sépare parties réelle et imaginaire. Réciproquement, I’égalité des fonctions caractéristiques
montre que la loi jointe et le produit des lois marginales ont méme transformée de Fourier ; par unicité,
elles sont égales. |
8.7 Somme de variables aléatoires indépendantes

Laloi de X + Y n’est pas déterminée par les seules lois marginales de X et Y lorsque les variables ne
sont pas indépendantes. Par exemple, si X ~ B(1/2)etY =1 - X, alorsY ~ B(1/2), mais X +Y =1

p.s. Enrevanche, si Y’ = X, alors X + Y’ = 2X, qui suit %60 + %62.

Proposition 8.39. Si X1, ..., X,, sont indépendants a valeurs dans R4, alors, pour tout t € R4,

n
esix (1) =] | ex (0.
k=1

Démonstration. Par indépendance,

¢5 X (1) = E (ﬁ e"<t’Xk>) = ﬁ E (ei<t’Xk>) :

k=1 k=1

Exemple 8.40. Si X ~ (1), Y ~ P(w), et si X et Y sont indépendantes, alors

px+y (1) = exp(A(e” = 1)) exp(u(e’ = 1)) = exp((d + p) (e = 1)),
donc X +Y ~ P(1+ p).
8.7.1 Produit de convolution
Si X et Y sont indépendantes, la loi de X + Y est déterminée par les lois de X et de Y. On pose

Px+y = Px * Py.

Plus généralement, si P et Q sont deux probabilités sur R, leur convolution est

PxQ=(P®Q)os !, s(x,y) =x+y.

Ainsi, pour tout borélien B,

P+Q(B) = // 1s(x + y) dP()dQ ().
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Si h est mesurable positive, ou intégrable pour P = Q, alors

[r@aws0@= [ it drwaon).

Si P a une densité f, alors P = Q a pour densité

zl—>/Rf(z—y)dQ(y)-

Si Q a aussi une densité g, alors

frg(z) = /R Fz— g dy

est une densité de P « Q.

Exemple 8.41 (Estimateur a noyau). Soit u,, = n~! 2.1 0x; la mesure empirique et soit v,, la mesure
de densité i, 'K(-/h,), ol K est positive et d’intégrale un. Alors v,, * i, a pour densité

C’est I’estimateur a noyau de la densité commune lorsque les X; ont une densité commune.

Remarque 8.42. La convolution est associative et commutative, et d¢ est son élément neutre. Sauf dans
le cas des mesures de Dirac, il n’y a pas d’inverse. Parmi les familles stables par convolution, on a

N(ml,a'lz) * N(m2,0'22) = N(m + 1712,0'12 + 0'22),
P() = P(p) =PA+p),  B(n,p)=B(ny,p) =B(n +n,p).

Exemple 8.43 (Somme de deux lois exponentielles). Si X ~ &(4), Y ~ &(w), et si X et Y sont
indépendantes, alors Z = X + Y a pour densité

z
h(z) = / Ape M EV) ™Y gy 1.
0
Ainsi, sid = u,
h(z) = 1>z 1o,
etsid £ u,
h(z) =

Au _ _
- (e HZ _ e ’lz) 1,50.

8.8 Vecteurs gaussiens

8.8.1 Loinormale dans R”

Une variable aléatoire réelle X est normale centrée réduite si Xy ~ N(0, 1), c’est-a-dire si elle
., _ 52 . . . >, -
admet la densité (271)~1/2¢="/2. Une variable réelle X est normale si elle peut s’écrire

X =aXy+ b
avec a,b € Ret Xo ~ N (0, 1). Alors E(X) = b et Var(X) = a?. Si a # 0, sa densité est

1 _1(x=-b)?
)
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Définition 8.44. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R”" est dit gaussien si toute combinaison linéaire
de ses composantes est une variable aléatoire réelle gaussienne :

X gaussien &= (t, X) est gaussienne pour tout ¢ € R".

Si A :R"™ — R™ est linéaire et B € R, alors AX + B est encore un vecteur gaussien. En effet, pour
tout y € R,
(v.AX + B) = (A'y,X) +(y. B),

qui est une variable gaussienne réelle.

8.8.2 Fonction caractéristique d’un vecteur gaussien

Théoreme 8.45. Si X est un vecteur gaussien de R", de moyenne u et de matrice de covariance Cyx,
alors

x(t) = exp (i(t,,u) - %(z, CXt>) , t € R™.

Démonstration. On peut supposer X centré, car le recentrage ne fait apparaitre que le facteur e?("-#).
Comme (f, X) est une variable gaussienne réelle centrée,

E (e”‘(”)o) = exp (—%u2 Var({t, X))) )

Var((t, X)) = > tit;B(X:X;) = (1, Cx).
i,j=1

On prend u = 1. O

La loi d’un vecteur gaussien est donc entierement déterminée par son espérance et sa matrice de
covariance. Lorsque Cx est inversible, la densité s’écrit

fi() = - G )]

1
— ex
(27)"/24/det Cx P (

8.8.3 Indépendance dans le cas gaussien

Théoreme 8.46. Si X = (X1,..., X,) est un vecteur gaussien, alors les variables X; sont indépendantes
si et seulement si la matrice de covariance Cx est diagonale.

Démonstration. On peut supposer X centré. Si les X; sont indépendantes, alors les covariances hors
diagonale sont nulles. Réciproquement, si Cx est diagonale, la fonction caractéristique de X se factorise :

= ﬁ ex; ().
i-1

Le criteére d’indépendance par fonctions caractéristiques donne le résultat. O

ex(0) = exp (—% S PE(Y)

i=1

Remarque 8.47. Le fait que les composantes soient gaussiennes ne suffit pas a rendre le vecteur gaussien.
Soient X ~ N (0, 1) et ¢ indépendante de X, avec P(¢ = 1) = P(¢ = —1) = 1/2. Posons Y = ¢X. Alors
Y ~N(0,1) et Cov(X,Y) =0, mais P(X +Y = 0) = 1/2. Le couple (X, Y) n’est donc pas gaussien.

67



Chapitre 9

Théoremes limites

9.1 Convergences de suites de variables aléatoires

9.1.1 Convergence presque siire

Définition 9.1. Soient (Y},),> et Y des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(R, A,P). On dit que Y,, converge presque slirement vers Y si

P({w eQ: ,}i_r)lgan(w) = Y(w)}) =1.

On écrit alors ¥,, — Y p.s.

Pour justifier que 1’ensemble de convergence est mesurable, on utilise une suite (g;);>; de réels
strictement positifs tendant vers zéro. Alors

=¥y =J[ W -YI<e)

i>1 j>1k>j
Cette écriture ne fait intervenir que des opérations dénombrables sur des événements mesurables.
Lemme 9.2. Si (B;);>1 est une suite d’événements, alors
P (ﬂ B,-) =1 e P(B;) =1 pourtouti>l.
i>1
Démonstration. L'implication directe est immédiate. Réciproquement,

)l

i>1 i>1

< > P(Bf) =0.

i>1

O

Proposition 9.3 (Critere de convergence presque stire). On a Y, — Y p.s. si et seulement si, pour tout

>0,
Pl v-ri<er]=1.

j21k>j

De maniere équivalente,

Pl v -vI>e}]=0.

j2lk>j
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Démonstration. La premiere équivalence se déduit de I’écriture précédente et de la croissance en €. La
seconde est obtenue par passage au complémentaire. L’ensemble

Ut -v1> &}

j2lk>j

est le limsup des événements Ap = {|Yr — Y| > &}, c’est-a-dire I’ensemble des réalisations pour
lesquelles une infinité de ces événements se produisent. |

Proposition 9.4 (Condition suffisante de convergence presque siire). Si, pour tout € > 0,

DIR(Yy - Y| > &) < +e,

n>1
alors Y, — Y presque siirement. On dit alors que Y,, converge presque complétement vers Y.

Démonstration. Pour chaque € > 0, on applique le lemme de Borel-Cantelli aux événements A, =
{|Y, — Y| > €}. Leur lim sup est de probabilité nulle, ce qui donne le critere précédent. O

Remarque 9.5. La convergence presque siire entraine que, pour tout € > 0,

Plsup|Yx —Y|>¢e| — 0.
k>j

En particulier,
P(|Y, - Y| > &) — 0.
9.1.2 Convergence en probabilité

Définition 9.6. On dit que Y;, converge en probabilité vers Y si, pour tout &£ > 0,
P(|Y,-Y|>&) — 0.

‘o e P
On écrit ¥;,, — Y en probabilité, ou Y, — Y.
Proposition 9.7. La convergence presque siire implique la convergence en probabilité.
Démonstration. C’est la conséquence de la remarque précédente. |

Exemple 9.8. La réciproque est fausse. Soit (X},) une suite de variables indépendantes telles que, pour
x>0,

1
P(X, >x) = .
(X > ) 1+x
Posons Y,, = X,,/n. Alors, pour tout £ > 0,
P(]Y, = —0
(Y] > ) = T——

donc Y,;, — 0 en probabilité. En revanche,

ZP(|Y,,| > £) = +oo,

n>1

et, par indépendance et Borel-Cantelli, I’événement |Y,| > & se produit infiniment souvent presque
stirement. Il n’y a donc pas convergence presque siire vers z€ro.

Proposition 9.9. SiY, — Y en probabilité, alors il existe une sous-suite (Yy,)i>1 qui converge presque
siirement vers Y.
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Démonstration. Comme Y,, — Y en probabilité, pour tout i > 1 on peut choisir n; tel que
P(|Y,, Y| >27) <i™2.
Pour tout & > 0, il existe i tel que 27 < & pour i > i, et donc
D B(IY,, — Y| > &) < +oo,
i1

La condition suffisante de convergence presque siire donne Y,;, — Y p.s. O

9.1.3 Convergence dans L”

Définition 9.10. Soit p > 1. On dit que Y,, converge en moyenne d’ordre p, ou dans L”, vers Y si
E(|Y, -Y|P) — 0.
On écrit Y,, — Y dans LP.

Remarque 9.11. SiY,, — Y dans LP, alors Y € LP. Par Markov, la convergence dans L? implique la
convergence en probabilité. De plus, si 1 < p < r < +o0, alors la convergence dans L” implique la
convergence dans L?, dés que 1’on travaille sur un espace probabilisé.

On peut résumer les implications de base par le diagramme suivant, pour 1 < p <r < 400 :

convergence p.s. = convergence en probabilité,

convergence dans L” = convergence dans L’ = convergence en probabilité.
Il n’y a pas d’autre implication générale.

Exemple 9.12 (Convergence dans L? sans convergence presque slire). Soient (¥;,),> indépendantes
avec

1 1
Y, ~ (1——)60+—61.
n n

Alors E(|Y,|P?) = 1/n — 0, donc Y¥,, — 0 dans L? pour tout p > 1. Mais ), P(Y,, = 1) = +oo, et
Borel-Cantelli donne Y, = 1 infiniment souvent presque siirement. Donc Y, ne converge pas presque
slirement vers z€ro.

Exemple 9.13 (Convergence presque siire sans convergence dans L”). La convergence presque sfire
n’entraine pas, en général, la convergence dans L”. Soit U une variable de loi uniforme sur [0, 1], et
posons

Y, = n*110,1/n) (V).

Pour presque tout w, on a U(w) > 0, donc, pour n assez grand, U(w) > 1/n et ainsi ¥, (w) = 0. Par
conséquent
Y, —0 p-s.

En revanche, pour tout p > 1,
E(|Y,|”) = n®? P(U € [0,1/n]) = n*?~" —> +co.

Donc Y,, ne converge pas vers O dans LP.
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9.2 Loi des grands nombres

Soit (Xi)x>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P). On étudie le comportement asymptotique des moyennes arithmétiques

S, 1%
My==2==% X
n nk:l

L’idée générale est que, sous des hypotheses d’indépendance et d’intégrabilité, la moyenne empirique
se stabilise autour de 1’espérance commune.

Théoreme 9.14 (Loi faible des grands nombres). Soir (Xi)x>1 une suite de variables aléatoires de
méme loi, de carré intégrable et deux a deux non corrélées, c’est-a-dire

Cov(X;, X;) =0 Sii#j.

Alors

1 v P

= 3 X — B(X)).

n n—oo

k=1

Démonstration. On a E(Xy) = E(X;) pour tout k. Pour &£ > 0, I’inégalité de Chebychev donne

1 n
P - > X

Par absence de corrélations,

1
28) S—zVar
£

1 n
- Z X —E(X1)
=)

1 < RN 1
Var|—- » Xx|=— ) Var(Xy) = — Var(Xj).
ar ”; k nz; ar(Xj) = - Var(X1)
Le membre de droite tend vers 0, ce qui donne la convergence en probabilité. |

La loi faible donne une convergence en probabilité. Sous des hypothéses naturelles 1égerement
différentes, on peut obtenir une convergence presque siire.

Théoréme 9.15 (Loi forte des grands nombres de Khintchine). Soit (Xi)x>1 une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes, de méme loi et intégrables. Alors

1 n
;ZX;( — E(X)) p.S.
k=1

L’hypothése B|X|| < +o0 est optimale.

Remarque 9.16. Si les X sont indépendantes, de méme loi, positives, mais non intégrables, alors la
méme conclusion reste vraie avec limite +co. En effet, si E(X|) = +o0, on tronque X; par ¥; = min(X;, a).
Pour a assez grand, E(Y) est aussi grand que 1’on veut. Les variables ¥; sont iid et bornées, donc la loi
forte appliquée aux Y; donne

1 < 1<
;ZXI'Z;ZYZ'—)E(YO p-S.
i=1 i=1

Puis on fait tendre a, et donc E(Y}), vers I’infini.
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Preuve de la loi forte dans le cas L*. On donne ici une preuve simple lorsque les variables sont dans
L* et centrées. Posons S, = 22:1 X. Comme les variables sont iid et centrées,

E(S%) = nE(X}) + 3n(n - 1) (E(X?))".
1 existe donc une constante C telle que E(S%) < Cn?. Par I'inégalité de Markov, pour tout & > 0,

E(SY) C
P(|S,| > en) < % <.
En n

La série des probabilités est sommable ; Borel-Cantelli donne donc S, /n — 0 presque slirement. O

Exemple 9.17. Soient (Y;),>1 et (Z,),>1 deux suites indépendantes de variables indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. On veut étudier

1 n

= > Lz

i

Les variables 1y, ,7 <1y sontiid et intégrables. Leur espérance vaut

1 1-y 1
E(I{Y1+Zlgl}) = P(Y] +7Z < 1) = / / dz dy = 5
0o Jo
La loi forte des grands nombres donne donc

I v 1
- Z Ly+zicy — 5 ps.
i=1

9.3 Convergence en loi

Définition 9.18. Soient (X,,),>1 et X des vecteurs aléatoires  valeurs dans R¢. On dit que X,, converge

. L. L . . . ,
en loi vers X, et ’on écrit X;, — X, si, pour toute fonction continue bornée f : R4 > R,

E(f(Xn)) — E(f(X)).

Remarque 9.19. La convergence en loi signifie seulement que la loi de X,, converge vers la loi de X. La
variable limite n’est donc déterminée qu’a travers sa loi. En particulier, elle n’est pas unique comme
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé donné.

n . L L o, . L. L
Remarque 9.20. Méme si X, — X etY,, — Y, il n’est pas vrai en général que X,, +Y,, — X + Y. Par
exemple, si X ~ N(0,1),si X,, = X etY,, = —X, alors X,, et ¥;, ont toutes deux pour limite en loi une
loi normale centrée réduite, mais X,, + Y, = 0 pour tout n.

Théoréme 9.21 (Théoréme de I'image continue). Soient X,, et X des vecteurs aléatoires de R4, et soit

g: R4 — RX continue. Si Xu —£—> X, alors

L
8(Xn) — g(X).
Démonstration. Si h : R¥ — R est continue bornée, alors /4 o g est continue bornée sur R¢. Donc

E(h(g(Xn))) = E((ho g)(Xn)) — E((h o g)(X)) = E(h(g(X))).
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Corollaire 9.22. Si (X,,,Y,) = (X,Y), alors

x,5x, v,5v,

et, pour tous a,b € R,
aX, +bY, 5 aX +bY, XY, 5 XV

Proposition 9.23 (Critere par les fonctions de répartition en dimension un). Soient X,, et X des variables
aléatoires réelles, de fonctions de répartition F,, et F. Alors

X, — X
si et seulement si, pour tout point de continuité x de F,
F,(x) — F(x).

Théoréme 9.24 (Convergence en probabilité et convergence en loi). Si X,, et X sont définies sur le

A e , P
méme espace probabilisé et si X, — X, alors

X, — X.

Démonstration. On utilise la caractérisation par les fonctions uniformément continues bornées. Soit f
une telle fonction. Pour & > 0, il existe > 0 tel que |x — y| < n implique | f(x) — f(y)] < &. Alors

E(f (X)) — E(F(X))] < / £ (X) = f(X)] dP

{1Xn—X|<n}
. f 1/ (X) = F(X)] dP
{IXn—-X|27}
< e+ 2|1l P(1Xn — X 2 7).
Le dernier terme tend vers &, puis on fait tendre € vers zéro. |

Remarque 9.25. La réciproque est fausse en général. Pour des variables de Bernoulli P(X,, = 1) = p,,,
X, converge en loi si et seulement si p,, converge. Mais X,, converge en probabilité vers O si et seulement
si p, — 0, et vers 1 si et seulement si p,, — 1. Pour une limite non constante, la convergence en loi ne
force donc pas une convergence en probabilité.

ege . L .
Proposition 9.26. Si X,, — a, oiia € R est constant, alors
P
X, — a.

Démonstration. Pour simplifier, prenons d = 1. Soit € > 0. On choisit une fonction continue bornée f
telle que f(a) = 0et f(x) = 1 lorsque |x — a| > &. Alors

P(1Xn —al 2 &) <E(f(Xy)) — f(a) =0.

Théoreme 9.27 (Théoreme de Lévy). Soient (X,),>1 et X des vecteurs aléatoires de R Alors

Xn 4 X & x,(t) — ¢x(t) pourtoutt e R4,
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Théoreme 9.28 (Théoréeme de Slutsky). Soient X,, et Y,, des variables aléatoires réelles et a € R. Si
X, £> XetY, E a, alors

(Xn, Ya) 5 (X, ).
En particulier,

L L
Xn+Y, — X +a, XY, — aX.
Démonstration. On utilise les fonctions caractéristiques. Pour (u,v) € R?, posons
On = E (ei(an+vYn)) -E (ei(uX+va))
n — .
Alors
|pn| <E (|elen _ elva') + |E(elva(ean _ emX))| .

Le second terme tend vers zéro par convergence en loi de X,,. Pour le premier, la fonction y +—
|eivy - e“’“| est continue bornée et Y,, — a en probabilité, donc aussi en loi. Ce terme tend donc vers 0.
Le théoréme de Lévy donne la convergence du couple, puis le théoréme de I’image continue donne les
deux conséquences. O

Théoreme 9.29 (Théoréme de la limite centrale). Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles
iid, de carré intégrable. Posons

n
S, = in, m=E(X;), o= Var(X)).
i=1

Alors
S, —nm

£ 2
N7 N(0,07).

Sio? >0, cela équivaut d
S —
2n T L0, 1),
on

Démonstration. On suppose d’abord m = 0. Pour ¢ € R, par indépendance,

‘Psn/ﬁ(t) = E(eitSn/\ﬁ) _ (SDX (#))n

Comme X; € L2, la fonction caractéristique est deux fois dérivable en zéro et

2
ox(u) =1+upi(0) + %9032(0) +u’e(u), g(u) — 0.

Or ¢ (0) = iE(X;) = 0 et ¢ (0) = —E(XIZ) = —02. Donc
t | t?o? .\ 2 [t
—|=1- —e|l—].
X \n 2n n \vn
Il reste a utiliser le fait élémentaire suivant : si a,, — a, alors (1 + a,,/n)" — e“. Ici on obtient

n
1- ro’ + ﬁs A ) NS
2n n \vn ’

qui est la fonction caractéristique de N (0, 0%). Le cas général se raméne au cas centré en remplagant
X; par X; —m. O
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Exemple 9.30 (Une conséquence asymptotique pour la loi de Poisson). Soit (X,,),,>1 une suite de
variables indépendantes de loi de Poisson de paramétre 1, et posons S, = >\}_; Xx. Alors E(X;) = 1 et

Var(X;) = 1, donc

Snon £ N(O,1).

En particulier, comme S,, ~ $(n), on peut déduire

9.4 Complément : preuve de la loi forte des grands nombres

Nous donnons maintenant la preuve de la loi forte des grands nombres dans le cas intégrable. L'outil
principal est I’'inégalité maximale de Kolmogorov.

Théoreme 9.31 (Inégalité maximale de Kolmogorov). Soient X1, ..., X, des variables aléatoires
réelles indépendantes, de carré intégrable et d’espérance nulle. Posons Sy = fozl Xi. Alors, pour tout
t>0,

1<k<n

1
P( max |Si| > t) < t—zE(Sfl).
Démonstration. Pour 1 < k < n, posons
A ={[S1] = 1},

et, pour k > 2,

k=1
Ak = {18kl = ey 0 [(JUS;1 <1}
j=1
Les Ay sont disjoints et leur union est

A:{max |Sk|2t}.

1<k<n
Sur Ay, on a Si > 12, donc

PP(A) < ) E(Sila,).

k=1
Or
S2 = (Sk+Sp—Sk)? = ST +25k(Sn — Sk).
Comme Ay dépend seulement de Xi,..., Xy, la variable Sx14, est indépendante de S, — S, et

E(S, — Sk) = 0. Ainsi
E(S214,) > E(S714,).

En sommant,

PP(A) < > E(S21a,) = E(S214) <E(S)).
k=1
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Théoreme 9.32. Soit (Xy)r>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de carré
intégrable, centrées, telle que

3B L.

Alors

1

- X, —0 .S,
a0 s

Démonstration. Posons S, = 3}7_, Xi. On veut montrer que, pour tout & > 0,

> e} -0

On regroupe les entiers par blocs dyadiques. Pour k£ > 0, posons

Sn

n—oo n

P (lim sup {

Bi = {3n e 25,281 [S,| = ne}.

Alors
Bi C { max |S;] > 2ka}.

1< j<2k+l
Par I’inégalité maximale de Kolmogorov,
2k+l

1
B(Bi) < 35 E(Sh) = 353 ) BOX).
j=1

22k g2
En sommant sur k, puis en échangeant les sommes,
E(XJZ.)

ZP(Bk) < ng 7 < +00,

k>0 izl

Borel-Cantelli donne que seuls un nombre fini de By se réalisent presque slirement, ce qui implique
Su/n— 0p.s. m]

Corollaire 9.33. Si les variables ne sont pas centrées et si

X
Z —Var( k) < 400,

2
k>1 k
alors . .
1 1
=3 Xi—= Y B(Xx) — 0 ps.
o i

En particulier, si BE(Xy) — € € R, alors, par Cesaro,

1 n
—ZXk—>€ D-S.
n k=1

Preuve de la loi forte dans le cas intégrable. On suppose, sans perte de généralité, que E(X;) = 0. On
tronque les variables en posant
Yie = Xiel (x| <k -

Comme les X; ont méme loi,

ZP(Xk #Yy) = ZP(|X1| > k) <E|X)| < +oo.
k>1 k>1

76



Par Borel-Cantelli, presque slirement, Xz = Y pour tout k assez grand. Donc
1 < 1<
—ZXk——ZYk—>O p-s.
i i
11 suffit donc d’étudier les Y. Comme E(Yy) — 0, il suffit de montrer
1 n
- D -EX)) —0  ps.
k=1

On applique le théoreme précédent a Yy — E(Y%). Il reste a vérifier

:El \QW(Yk) < 400

2
k>1 k

Comme Var(Yy) < E(Y}),
2
Var(Y) _ Z B(X{L(xi<k)

2 2
k>1 k k>1 k

En échangeant somme et espérance et en utilisant la comparaison Y4, k=2 < C/m, on obtient

E(X71
> PEINI) ¢ iy < ven

k>1

La loi forte est démontrée.

Exemple 9.34. Soit (X,,),>> une suite de variables indépendantes telles que X,, € {-n,0,n} et

1 1

P(Xn = I’l) = P(Xn = —I’l) = W, P(Xn = 0) =1

~ n(logn)?’

Alors E(X;,) = 0et
1 n

n(logn)? - (logn)?’

Var(X,,) _ 1 -
Z n2 Z n(logn)? <*

n>2 n>2

Var(X,) = E(X;) = n’

Ainsi

Le corollaire précédent donne donc

1 n
- Z Xy — 0 p-s.
"=
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